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81， 正 则 多 府 数 画 数 。” 就 基本 松 仿 而 论 , 多 多 数 的 解析 画 数 葵 寿 
畦 的 数 画 数 褒 很 是 相似 。 但 是 进一步 发 展 下 去 , 候 就 有 了 一 些 特 黑 之 
点 。 在 芝 一 章 豪 我 们 醋 避 此 基本 概念 , 昔日 涤 多 馈 数 的 霸 航 最 作 较 内 
郁 欧 研究 。 篇 简单 曾 , 我 们 靳 汀 十 个 自 的 数 的 情形 。 治 自 多 训 多 从 两 
钻 肝 , 记 有 的 定义 和 广 明 完全 有 效 。 

假 识 和 和 有 ww 是 两 个 补 杰 钱 ， 
C1) F21529) 
县 这 责 但 枕 数 的 画 墩 ， 假 腾 闲 就 z: 在 一 区 域 Bi 中 天 商 , 禾 就 % 在 一 
区 域 Bs 中 摧 副 。 如 累 砂 数 ( 1 是 2 和 的 单 逢 建 炉 画 艇 , 兹 且 针 让 
在 上 上 述 区 域 中 的 自 绝 误 的 任何 值 ,上 比率 

Fat Adaya)— fr) 和 Ft de 一 了 taa) 
A21 22s 


带 宰 改 狠 最 42: 和 ds 趋 於 堪 时 党 有 一 定 的 购 限 ,昌黎 沙 数 (1) 答 民 和 
在 区 域 B1 和 孕 中 的 正则 西数 或 公 纯 男 数 。 远 两 比 李 的 极 眼 序 丁 
数 ( 1 ) 基 帮 4 和 2 的 仿 导 数 ， 
S| (Fg 24) aflz ;723) 
Pg 和 LF. 
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32， 二 最 税务 和 匆 慰 公式 假 末 呈 和 4 坡 交 篇 区 域 训 和 Bs 中 
的 十 条 浪 路 。 奖 机 散 了 (z1,22) 先 沿 作 路 积分 , 再 沿 5 作品 积分, 邹 得 
二 重 积 分 


A [fC yg) et 9 


b 高 秆 数 弄 数 各 
如 蚊 资 搞 各 分 的 溢 序 , 则 可 得 另 一 一 重 各 分 : 
5.=f ds | FCs0)de o 
首先 ,我 们 体 明 工 和 和 荆 相等 。 假发 是 疗 忆 的 人 稚 施 石 程 翰 


| OD = + yt) (mr&t&D 
曲 食 刁 的 泰 获 方程 篇 
2 = (rT) + iyatT), (C&TED 
以 2 RH = rT) 


代 大 丽 数 fz, 久 ) 中 ,可 以 提名 分 五 构成 一 个 虽 从 十 颖 烧 { 和 的 汪 恒 
融 轨 ,其 中 第 一 次 关 共 :的 积分 以 常 煞 。 和 5 仿 重 分 限 。 第 二 次 天 其 
的 稿 共 尽 上 数 。 和 但 千 分 限 。 

五 = CD + ar Fa) a OD ti DIY 

沽 入 分 显然 就 相 党 从 在 (ts) 村 丽 上 的 翘 形 

RICKb TK 

中 的 一 重 粹 娘 。 故 由 [II 78] 可 以 不 多 积分 的 硬 限 而 状 次 序 交 换 , 邵 五 
可 改 富 篇 : 


n= oD + DI Fa , a DILCD 4D], 


而 远 稿 复 疆 然 谣 相 属 藤 入 分 ,因此 知 溃 五 和 五 相等。 他们 的 共同 
数值 称 篇 画 数 太 21,?9D 沿 区 路 ft 和 1s 的 二 年 积分 。 
我 们 也 可 以 直接 用 和 的 极限 来 定 六 二星 积分 。 坟 分 点 


0) A 2) my 
了 


竺 曲 凉 五 和 成 到 耻 , 肥 乌 人 点 


{DY {1) {2} {} 
和 


丹 曲 尹 石 区 碟 刀身 。 楼 作 二 重 和 
"3 县 Ko) 人- 和》 


其 中 全 是 曲 壬 上 中 对 ' 中 下 的 一 不 是 园 粮 总 二 引 事 型 介 
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中 的 一 点 。 上 当 十 明 称 上 的 分 巾 探 当 博多 , 芷 且 带 小 眉 的 绝 基 部 趋 於 才 
脖 : 上 所 二 重 和 的 入 限 部 二 重 积分 五 或 王 。 

优 谣 江 和 如是 两 休 简 在 了 闭 攻 路 ,其 所 国之 区 域 篇 Bl 和 Bs。 双 南 
画 数 f(z, 加) 在 闭 区 域 Bl 和 和 Bs 中 需 正 则 , 就 是 赣 , 渤 画 数 在 雨 候 更 大 
一 些 的 , 包 舍 Bi 和 BB 愉 及 他 们 的 境界 区 在 其 办 部 的 如 城中 篇 正则 。 
过 知 二 年 积分 


| 7 j (A) ds 
I Ja | 1 i —29} 


起) 区 
或 A 


其 中 入 和 加 是 肪 和 Bo 内 部 访 队 候 定 锯 。 

痪 先 沿 糠 路 a 积分 时 2 可 和 祝 篇 一 套数 , 去 示 上 一 定点 ,各 时 
f(z, 为 ) 是 一 巾 惠 释 数 发 的 夯 数 , 他 在 朋 区 域 Bs 中 禹 正 出 。 故 应 用 通 
党 的 勾 耕 公式 可 得 


了 7- 2z 训 Fg, 


i 21 1 

误 时 了 (zi,z) 是 4 在 阳 区 域 了 | 中 的 正则 两 数 了 。 再 用 一 次 勾 犀 公 

式 即 得 
T= — dsr? f(z1)29), 
全 兹 得 到 和 色 攻 公式 类 似 的 公式 : 
二 1 ~ 《区 了 

2 J 

楼 数 a 和 2 在 稿 分 符 吻 之 天 以 大 数 的 形式 出 现 。 阐 访 旭 些 蛮 到 
微 俘 钙 ,可 知 记 2,2) 有 任何 随 的 漠 获 , 让 日 进 些 谤 数 可 以 习 示 篇 二 重 
入 个 的 形式 


taf(z1)20) PI 9! ， f(z, 2) 
《81 el Bm A [a 一 ri。 


所 有 只 上 的 论断 和 千 果 很 容易 推广 到 含有 璀 个 以 上 的 自 狠 芽 的 


4 高 人 答 束 这 哉 程 


郴 数 去 。 

布 章 攀 喜 本 喜 的 情形 一 涝 ,个 千 奈 下 式 可 以 尖 册 模 数 原理 : 若 画 
蒜 f 了 (21 zo 在 阴 隔 址 BB 襄 访 中 需 正 期 ;又 当 站 定语 上 ,za 在 上 降 
i 区 | 到 型 ， 芭 对 了 区域 矶 和 Bs 中 的 任 溢 十 帆 为 和 有 %*， 常 有 
| fm, za | HH, 

党 全 和 有 单 装 数 夯 散 的 情形 一 酝 , 可 起 厅 研 皮特 盐 斯 定理 成 立 : 若 般 
数 

Ep 22) 
的 项 都 基 关 区 域 Bl 和 记 中 的 正 妈 画 苦 , 巧 且 般 散在 章 雨 区域 中 一 至 
收 族 ; 剧 其 入 往 耳 全 域内 部 的 正 着 轿 烧 ; 且 敬 和 各 沪 Bi 和 BB; 的 内 
点 时 ,级 喜 可 以 关於 和 为 玫 项 微分 任何 如 之 多 。 徽 分 熏 所 得到 的 括 
蕉 在 BB 和 户 办 部 的 任意 于 器 域 Bi 和 及 中 篇 一 我 收获 。 所 有 以 上 
的 诊断 和 和 畦 轩 不 旋 推 广 到 含有 十 个 以 上 的 自 楼 数 的 柄 若 到 。 我 个 以 下 
毒 环 研 究 帘 失 粕 。 

好 玫 级 数 含 两 图 自 多 数 za 和 因 旦 以 和 Ba 估 中心 的 桂 极 数 
其 育 如 下 的 形式 : 


(4) 到 Ea BC ba)®, 

其 中 必 和 g 互相 独立 各 丹 往 吉 肛 好 跑 遇 正 履 数 的 全 体 。 般 襄 (4 ) 甘 位 
二 重 般 鼎 ， 浊 秆 航 笋 总 们 车 花 [ 红 , 143] 中 已 经 研究 适 ， 导 了 吐 稚 基 的 项 
都 是 实 敲 。 现 在 假 误 四 这 般 炽 的 项 的 模 所 成 的 报 吉 

(5) EE lalla-bll bal 

也 收 化。 于 未 ,如 时 中 一 般 , 可 知 四 加 散 (4) 的 天 的 实数 部 分 和 应 雍 
部分 所 故 的 裔 店 蕴 和 仿 入社) 扩 航 ,让 且 刘 南 税 时 二 世家 数 交 和 不 因 项 的 
融 序 的 移 更 击 改 绝 。 故 敌 党 胡 凯 (5 ) 收 做 时 级 喜 (4) 也 履 散 , 半 目 不 
葵 项 的 次 序 如 何 边 现 , 航 散 (4 ) 的 和 常 篇 一 定 。 以 和 后 我 调 训 看 级 炽 \ 58) 
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篱 收 化 , 即 投 数 ( 芋 ) 乱 契 漂 收 伍 的 情形 。 

和 [i3] 中 完全 一 样 , 不 鬼 写 出 息 亚 只 再 定理 类 但 的 室 理 来 。 侵 贡 
盘 数 (4 ) 痪 2 一 ad 2 一 上 了 脖 篇 秀 儿 让 人 笋 。 由 此 可 知 苞 1=01; 史 二 03 
时 秀 数 (4 2 的 一 般 项 的 错乱 有 界 , 就 是 说 ,存在 一 数 性 ; 使 多 任意 的 多 
和 g 不 等 式 | 


1eozl | 全 一 下 [aa 一 本 | 之 ar 
党 党 成立。 二 式 部 
《6 ) |eoa] < 


有 
EE 
殉 在 来 看 两 眉 图 入; 
(CTY ‘iamb lb); [ab < 1m bl 
第 一 价 圈 包含 所 有 和 已 相距 较 m1 和 如 相 姬 篇 近 的 点 入; 第 二 个 
图 包含 所 有 和 产 相距 较 ww 和 加 相距 息 近 的 点 壕 。 
合 藤 五 中 任 取 一 点 名 ,Ks 中 任 取 一 素 为 , 即 
la—b l= mh | —b |= 0 bs|, 
其 中 0 过 gh, gs<T。 证 用 56 7) 可 以 知 许 极 吉 144 ) 的 一 般 蕊 : 
(8) aro! Fa —Brl? Ja — bal? < MMos g1。 
但 是 易 昂 正 蕊 二 重 郁 散 
. Sug 星 
等 收 敏 。 入 节 上 ,这 航 数 可 由 评 个 正 项 胡 数 
HT 十 如 十 …》 和 《1 十 qs 十 如 十"…》 
邦 莱 而 得 [I, 138] , 故 结 知 其 和 篇; 
， 
《1 一 91 儿 工 一 9) 
因 歧 过 时 故 数 (5 ) 收 但 ,从而 般 数 ( 4) 篇 灶 滋 政 夭 。 由 (8 ) 式 各 可 以 
知道 在 任何 芒 和 和 如 需 中 心 , 伯 笃 pt 和 ps 依次 小 艇 而 和 如 的 全 
得 的 图 玉 和 中 、 毅 艇 (4 ) 壤 一 发 股 玫 。 息 以 上 的 嫩 朋 中 我 们 闫 滩 


6 高 地 豆 学 条 各 


有 用 到 级 匠 (4 ) 在 有 纪 一 om 和 各 一 a 的 绥 风 收 敏 性 ,而 放 用 到 不 纤 式 
| ar(ei 一 DPKas 一 pa | 入 型 ， 
即 遭 般 玖 的 一 般 上 闫 党 一 aa 和 为 =o5 上 肝 乱 有 界 。 

黎 括 起 来 ,可 得 下 面 的 千 果 : 车 党 为 = =m 时 级 数 (4 ) 的 项 

的 模 部 小 於 同一 数 到， 天 此 角 数 在 图 (7 的 办 部 篇 纪 半 收 艇 ,在 加 
[abl ia 一 本 | |s—bs|< 入 一 站 | 一 到 | 
宇和 伍 一 至 站 后 ;其 中 8 是 任何 一 个 小 的 固定 正 数 。 

注意 : 本 要 省 4 一 or 和 2=ca 峙 级 数 《d4 ) 在 某 种 顺序 之 下 相 加 篇 
收 敏 (不 必 径 对 收 襄 ), 屯 的 一 般 项 就 按 惧 原点 距 砍 的 速 近 而 赵 蕉 零 , 因 
省 他 全 的 绝 刍 信 必 和 背 小 届 局 一 数 到 。 从 而 级 数 就 在 四 (7 ) 内 部 和 缀 多 收 
化 。 

由 以 上 的 灶 肾 ,和 [1 条 中 完 会 一样 ,可 以 遵义 航 政 (4 ) 的 收 襄 生 径 
温和 个 概念 。 

不 过 现在 我 们 有 了 重 心 正 就 Bt 和 Bs 使 内 | 一 下 | < 瑟 和 
[Ee 
时 航 数 (+ ) 发 散 。 注意; 现在 规 数 (4 ) 的 绝对 收 伊 区域 必 须 由 十 眉 收 
拘 生 径 及 和 Rs 同时 决定 , 而 油 两 件 径 的 天 小 一 般 不 能 种 自 独 立地 决 
定 , 因 沪 一 咎 径 的 值 常 台 受 另 一 秆 径 的 值 的 彩 效 , 涡 本 诚 小 时 ,本 有 
时 可 以 增 大 。 摘 名 艺 狐 ,现在 我 们 起 能 机 怠 合 收 敏 年 征 i 和 也 , 或 联 
合 收 襄 圆 。 就 廊下 之 天 好 数 壤 例 : 


Pt! 
(9) 总 六 5 人 33。 
级 数 55 ) 现 在 成 入 
C10) et 人 人 (al? la’? 


在 性 角 效 中 先 扫 于 些 p+g 等 臣 末 一 散 8 的 项 分 细 加 在 一 起 。 由 中 
顿 一 项 式 公 式 甸 道 坦 种 项 的 和 是 


第 四 章 ”多 笑 歼 面 款 和 方 障 画 散 


mT 


Cal 十 | 天 12 
从 谓 4t07 臣 可 以 改写 篇 
PEAT 
由 此 立 询 可 知 殴 且 仅 医 | 为 | 十 1 a1< 1 肚 过 季 识 答 收 族 。 草 样 ,条 旺 
C9 ) 的 隆 合 履 煞 半径 Bi 和 Bs 就 由 等 式 i 十 己 =1 来 决定 。 若 取 
i=9,0<0<1, 划 有 Bs=1 一 9。 再 和 看 第 二 全 例子 : 
五 慑 骂 。 
项 此 易 昆 | 二 1 和 | 加 | 二 工 是 稻 对 让 人 敏 的 充 要 条件 ,就 是 脱 , 现 
在 有 =1, Rs=1, 征收 合生 径 各 自 独立 地 可 以 次 定 。 
由 -一 玫 收 禾 性 和 楼 泵 史 特 拉 斯 定理 知道 级 数 (4 ) 在 联合 收 艇 围 的 
内 部 老 示 南 变数 a 和 入 的 正则 画 数 /zt 的)。 和 了 加 中 一 料 ; 可 知 般 
数 54 ) 在 收 敏 贺 内 部 可 以 关 庆 任 -一 杰 吉 微分 任何 葡 之 多 ， 滤 且 肖 微 修 
不 改 绝 收效 图 。 
和 和 [14 中 一 檬 ,微分 炎 次 以 钱 再 民 如 一 所 利 甩 = 刀 ， 可 得 般 数 的 作 
伍 的 表示 式 ; 
(11) ao 一 -2 和 2g) 


”而 gl 2 好 2 sb ha 
即 括 数 ( 4 ) 是 曾 数 (和 ,42) 的 素 甚 航 数 。 
若 A 和 Rs 是 报 数 (4) 的 联合 收 伊 补 径 , 则 营 入 一石 | 加 ,一 
及 | 加 -如 | < Ra 一 s 时 进 役 数 引 儿 且 -我 收 敏 ,其 中 是 任何 一 个 小 的 
加 定 正 数 。 下 (3 ) 及 C11) 可 得 般 烧 的 保 数 的 估 值 如 下 : 


Nn 
(1%) | GT ’ 


其 中 开 是 个 正常 数 , 其 值 是 然 和 的 选取 有 关 。 
此 (12) 式 右 泛 的 烧 营 代 报 散 (4 ) 的 怀 散 oo 更 得 寺 级 数 


(3) SE- bb (BiB-e; R= Be) 


dt 


名 芯 数 程 


高 符 吉 
帝 往 各 级 伏 (4 的 健 掺 赂 或 强 凶 数 。 易 见 角 区 C13) 的 科举 旋 


4 开 | 
和 0) 

汪 男 数 移入 银 就 “4 ) 的 作 国 新吉 路 硬 本 数 。 皮 全 依 5 林 一 轴 ) 和 (各 一 到) 
RE 

T141 的 结果 他 不 部 拒 碟 到 雨 侦 自 你 数 的 情形 京 。 艾 有 南 个 以 六 和 

6s 篇 中 心 的 圈 | 本 一 所 | 和 忆 和 | 和 一 六 | 及 a 长 国 周 需 下 和 各。 夯 数 
Fe 2) 在 落 雨 闲 窗 中 得 正则 。 双 塌 二 和 2 亿 次 伏击 圈 内 部 的 任意 十 
四 征 些 ,车 如 公 尿 全 式 有 


= t. FFs 2 
C16) fla) (Ks | ,0s 
和 f14] 中 一 嵌 , 我 们 可 以 洗 有 理 分 式 
了 
a) Ce my 


倒 (2 一 D0 和 (加 一 如 ) 的 瞪 民 开 骗 般 数 


二 人 o 


1 2 bb) 
CRA) 一 高 包 《光一 而 和 9 让 部 一 Doar ’” 


油 报 晓 关 於 阅 周 碚 和 及 上 的 涉 罗 和 芭 篇 一 致 肥 多 。 往 上 式 代 天 (1 六 
式 右 温 , 伏 知 汉 项 可 分, 印 得 地 烧 1z1zo) 在 十 籽 内 部 的 革 末 名 央 附 芒 : 
《16) f (1122) = 世 < pg (21— bi)? eo— bs)*o 

温 级 晓 风 代 束 由 下 人 胸 公 这 决定 : 
G7 = | 人 


人 1 Te CA — bi — by! 


工 2 ji2 


pl ol ox og 
因此 得 共 任 侣 在 两 咬 内 康 篇 正则 的 沿 数 可 以 在 各 十 加 内 部 展开 答 


至 四 章 ” 窜 移 数 可 数 秋 方 阶 男 妆 中 
敌 级 数 9。 
和 [Ltd 中 一 楼 , 易 昂 得 展开 式 是 只 一 的 , 困 入 他 的 傈 化 必定 四 Gu 
式 扬 决定 之 故 。 
我 们 可 坟 把 般 数 (4 7 中 的 项 护 钼 (2 一 详 ) 和 (ea 一 罗 ) 的 夷 区 式 中 从 
赵 训 ,即将 他 寡 臣 下面 的 形式 
《187 > 2 ,ne 一 到 r(xa— Da}, 


#0 p+ 

其 中 内 部 的 有 内 和 展 饰 冷 所 有 那些 满足 De 一 的 项 之 上 。 胎 式 (18) 
网 故 数 f(z, 如) 在 收 语 加 办 部 表示 和 需 (x1 一 刀 ) 和 (24 一 加) 的 桨 次 多 项 式 
的 般 数 。 更 在 反 通 求 , 假 全 (a 一 扣 ) 和 C22 一世) 的 性 次 多 项 式 所 砍 的 锅 
粕 G 的 在 两 图 | 二 一 下 | 攻 局 和 | 一 纪 [X Be 中 需 一 致 收 艇 。 则 由 龙 硒 
上 虽 特 拉 斯 定 通 示 般 数 的 和 Fazi; 细 是 道 请 园 中 的 正则 画 数 。 

部 且 我 们 膛 可 以 等 级 数 (18) 关 放任 一 多 数 水 项 微分 任何 次 之 多 。 
微分 肪 德 再 车 由 = i 和 z 一 pa， 好 得 保 吉 ro 所 满足 的 (11) 式 。 浊 表明 
错 傈 芋 ov 就 是 夯 数 fla,a) 的 索 惑 傈 数 , 藤 是 我 倍 可 慷 把 级 藤 C18) 收 
窃 成 一重 航 数 (4 ) 的 形式 , 演 级 数 在 璀 痢 内 部 邦 色 且 一 致 收敛。 因此 
得 给 :车 奔 去 多项式 所 成 的 用 数 在 某 证 加 内 部 垮 一 致 收 笋 , 剧 此 毅 数 迪 
可 改 视 篇 员 普通 形式 的 二 重 老 级 获 , 在 南 蔷 内 部 优 万 加 收 化 。 

者 将 为 和 和 分开 需 实 数 和 碟 圳 部 分 : 

| 2 一 wt 二 it， = 人 二 和 gs 
尉 在 各 Cr Ye 号) 坊 坐 权 的 思 杂 空间 中 般 敦 (18) 的 一 臻 收效 到 域 有 
膨 可 以 比 般 获 (4 ) 的 一 考 收 化 本 域 更 天 一 些 。 
证 以 级 数 ( 9) 需 例 。 蔓 卫生 人 ) 取 下 面 的 形式 


己 (CA 
他 的 一 我 笋 航 了 车 域 白 下 面 的 不 等 式 决 定 : 


各 ”前 所 健生 了 si) 在 两 半 便 由 址 正 风 蔽 基 锅 否 近 条 轩 时 岳 护 一些, 旋 各 易 见 入 
了 ( 址 在 两 区 所 部 需 正 旭 旱 薄 果 焦 失 底 立 ( 池 苦 )o ~ 


10 高 等 于 部 烙 程 


| X11 十 澡 | 之 1， 
亦 朗 
《19) CR IT 二 区 ) 3 <。 


当 巩 毅 数 (9 ) 前 面 已 十 亡 训 Ri 局 =1, 故 其 收 笋 区 域 由 不 筹 式 
[2 1 十 加 ‘<1 


淡定 , 藉 印 
Vary tv + <1, 
或 
《20) 好 十 旭 十 碍 十 刘 二 avw 巡 二 次 三 二 组 < 瑟 工 ， 


不 等 式 419) 所 定 访 的 芷 域 线 不 等 式 420) 所 定义 的 更 天 ,部 若 位 珊 

名 请 足 (20) 降 必定 也 请 足 419) ,其 道 不 轩 。 实 际 上 ,由 不 等 式 
Cry Yr) + 

立 曾 可 知 (9) 的 应 加 小 藤 或 等 租 (20) 的 诺 加。 

所 有 忆 上 的 蔡 裔 和 结 菜 部 可 折 广 和 到” 铅 殖 数 的 一 级 数 去 ， 那 时 我 
们 所 得 到 的 窜 表 误 的 红尘 年 均 匀 收 雍 区 域 将 是 个 图 的 联 谷 苯 。 

88， 人 解析 疆 拓 ”由 形式 如 (4 > 的 需 航 数 在 其 收 化 图 内 莉 所 定 袁 的 
再 爸 多 数 的 夯 数 . 埠 2 aa) 有 于 可 在 更 大 的 区 域 中 乱 正 书 , 於 是 和 单 释 烙 
画 数 的 情形 一 樟 弥 涡 生 了 语 数 的 解析 延 拓 的 问题 。 和 里 构 数 机 数 的 情 
形 一 样 [181 ,有 基本 定理 成 立 : 恢 据 藻 个 定理 落 在 同一 对 卫 城 中 需 正 则 
的 南面 数 在 每 一 醋 域 中 的 一 点 4 一 妇 和 和 一 六 有 有 和 桩 同 的 西数 值 , 花 且 
他 们 性 何 阶 的 半数 在 证 十 路 的 就 值 也 都 相同、 则 温 责 函 烧 在 滩 一 对 敬 
残 中 从 同 。 

弄 在 来 研究 由 知 括 数 所 定 闹 揭 函数 兴 拉 ;加 )， 候 巷 名 一 所 和 加 一 因 
基 疏 化 圆 中 的 南 踏 。 峰 用 航 数 《4 我 们 可 以 深 定 避风 

eye 六 2 的 ) 
安 卉 已 媒 T= R00 


的 入, 然 入 再 司 丁 就 (21,2 依 21 一 00) 和 (22 一 @) 的 笑 展 开 蛙 的 泰 勘 


”第 四 章 。 交 纺 教 衣 骨 和 方 际 国 数 1 
释 才 : 


GD 总 名 ou 人 aoDr 人 -or 


易 见 渔 种 需 必 数 的 改造 就 相当 让 以 
zB = [a 6) CD)? 
(2 ba)’ = [ss 00) + (0a— ba)]e 

代 玉 航 数 C4), 用 二 项 式 丈 式 进 名 汶 括 台 ， 然 钱 再 拒 所 有 合 人 一 的 和 
《s 一 中 ) 的 禾 次 相同 的 项 铝 寻 在 一 起 。 般 球 (2 四 在 任何 以 0 和 名 种 中 
心 曾 分 别 合 从 报 数 (4 ) 的 南 收 分 图 内 部 的 币 辐 之 中 显然 露 收 化, 论 且 
他 的 和 等 丛 f(z1, zy)。 但 有 了 时 用 寺 (2 力 的 收 笋 圈 也 可 以 越 出 级 数 (4) 
的 收 分 图 之 外。 各 时 我 们 就 得 到 画 数 za) 在 更 大 的 本 虞 中 的 值 , 序 
扩大 了 正 姑 二 数 了 (1,z9) 的 定 六 域 。 在 有 些 声 合 之 下 ,我 们 可 以 一 次 次 
地 应 用 上 述 首 区 务 助 施 收 仇 图 的 解析 延 拓 来 扩大 正则 西数 的 存在 域 以 
及 他 的 全 部 可 衣 什 , 藤 是 也 就 定义 了 一 个 解析 丁 数 , 苇 解 析 画 教 是 由 家 
数 (4 ) 所 决定 的 元 来 坏 解 析 延 打 而 得 到 的 。 至 区 解 析 是 诉 和 琳 黑 点 之 
尖 的 贿 八 我 他 不 闪 情 在 此 胖 填 去 研究 了 。 上 以 上 所 说 的 一 煞 也 注 必 蕉 自 
罗 数 多 放 璀 图 的 情形 。 磋 是 有 一 克 要 注意 的 , 辟 是 当 Fa ,23) 做 解析 芋 
拓 陆 ,如 果 禾 知道 4 和 为 所 图 过 的 路 粮 4 和 Is 的 荞 , 我 们 蕉 不 能 决 
定 尖 解 研 延 拓 的 转录 。 更 要 紧 的 基 要 知道 a 和 轿 治 善 五 和 厂 绝 动 
时 彼此 两 的 琐 傈 如 何 。 关 稚 多 沟 数 丁 数 葵 的 一 般 理 花 我 人 就 浅 到 六 襄 
篇 止 。 日 前 图 皮 动 在 过 方面 造 展 其 吉 。 关 太 多 多 数 面 数 洽 的 基本 事实 
在 吾 刹 的 ' 巩 学 分析 ”一 害 中 可 以 找到 更 详 筑 的 第 间 。 至 於 专 笑 的 书籍 
册 有 富 克 斯 的 " 父 析 多 罗 数 西数 藏 "1948) ,其 中 附 载 有 怀 富 的 文献。 

85， 方 障 画 数 .预备 知识 “现在 议 我 们 环 研 究 以 一 全 或 郁 人 方 障 
需 缕 数 的 医 数 。 先 下 一 个 方 阵 的 商 数 。 在 TIID ,44] 中 我 们 已 者 研究 遂 
最 简单 的 情形 , 邹 一 同方 陈 的 多 项 式 和 有 理 丁 数 。 在 漆 和 研究 更 复杂 
的 方 阵 面 数 之 先 , 要 鹃 岩 个 基本 入 念 。 忆 征用 ”来 寻 方 陈 的 阶 雪 。 


党 每 教 学 数 各 
识 有 方 阵 的 扰 限 猴 齐 


及 1， 区 和 rn 
我 倍 秀 泛 伍 列 以 方 阵 并 念 极限 , 若 玫 任 痢 足 同 宇 和 上 常 有 
G22) lim (Rojo ( 开 joy 
序 方 簿 下, 的 元 来 常 以 入 中 器 详 的 元 素 偶 其 年 限 。 过 时 我 们 很 丽 钴 
限 八 而 中 的 方 陆 夭 是 同 陆 的 。 
再 引 造 此 悦 以 熏 要 用 的 森 的 二 号 。| cj 天 示 一 个 方 取 , 他 的 叔 一 
元 素 都 壬 让 4。| 下 | 下 示 一 个 方 陆 , 其 元 来 坑 方 阵 工 的 元 素 的 模 , 各 


《23) {| 下 上 一 | {2}a|。 
其 一 方 俺 了 的 元 率 沼 人 需 正 , 且 告 大 走 | 元 | 的 元 素 ; 如 己 不 笑 式 
| 互 | 雪 并 
和 之 。 换 章 之 ,和 不 禾 式 和 下 面 只 侦 不 等 式 相 托 : 
1 全 ym {YY to [A 2 y n> 
青春 以 方位 篇 项 的 报 窗 报 燥 
于 十 


洛 吐 般 数 前 面 和 项 之 和 党 i 乱 限 二 加 有 牧 有 一 定 的 惨 限 方 陛 2， 则 
攻 他 规 收 做 。2 称 需 鞍钢 散 的 和 
(C234) = 

(24) 式 显然 相当 各 下 而 "2 个 等 式 : 
C2BY {Zs= {Zi {Za in Ci E12 ny 

所 有 的 满足 修 件 
(26) 1 一 Al< pl 
的 方 隙 三 称 般 沪 阵 4 的 一 个 痢 域 , 温 吉 pp 是 个 已 给 正 数 。 不 等 式 (26) 
和 下 骨 2 个 不 等 式 相 托 : 

[{£ ~—A}xl <p, 

方 律 的 军 逆 灿 是 定 儿 为 阵 丁 唐 的 一 镍 基本 工具 , 所 以 先 求 研 究 一 

下 道 榜 於 儿 数 。 
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86， 一 个 方 陈 的 帮 狼 数 ”一 个 三 障 的 震级 数 其 形式 如 下 ; 
(人 Lodo{f 人 一 2+, 
其 中 心 和 4 是 已 知 数 。 候 简 鹿 起 多 点 德 常 证 4 一 0。 於 是 般 束 (27) 就 
有 下 面 的 形式 : | 
(28) Go 十 01 尽 十 Qo 导 es 
志方 侍 的 公法 规则 有 : 


{Zw= SLI AE)s, 


一 般 
{Xe 之 如) 站 至 


上 式 右 赵 裘 示 关 艾 广 , 训 ，… 各-1 相 加 ,各自 独立 地 竹 1 到 mr 因此 小 
示 般 获 (28) 的 各 的 方 障 的 元 素 可 以 表示 成 般 炽 询 形 式 : 


(29) dts + sn ， [本 Dm aks 
其 中 6 的 温 闵 如 下 :; 

_ 了 0 省 
C30) 5 


最 第 一 事实 力 是 因 丛 般 喜 (23) 的 常 炽 项 是 oo 的 称 故 ,得 训 的 如 法 
示 一 蛋 半 角 方 障 ， 其 大 角 称 上 的 苑 束 都 等 长 co。(29) 式 表明 圾 散 (28) 
和 wa 疏 普 通 的 震 般 豆 相 延 , 每 一 需 报 数 中 都 含有 ma 侦 敬 数 ( 工 jw。 注 
意 : (29) 式 中 汶 应 蕉 加 一 1 的 项 是 和 { 玉 }ww; 面 内 部 求 和 符 吻 不 存在 。 
现在 再 层级 数 (28) 的 收 伍 问题 。 先 酒 纸 济 收 区。 需 此 , 除 级 圳 (28) 
作 膛 亦 淖 下 面 的 圾 卖 : 
(31) Lao| 十 1az|| 尺 | 十 Lesll 脏 |? 十 …， 


或 是 和 误区 应 的 裤 个 颖 数 ; 
C2 


村 


各 果 强 由 家 娄 必 元, 屠 末 般 芽 (29) 党 伏 收 铸 ， 就 是 哗 , 般 束 (3 从 的 


王 襄 和 狠 数 学 雪 和 


收敛 性 名 荐 般 芽 (23) 的 收敛 性 , 温 时 姥 就 (28) 焰 壤 臣 弦 收 化 。 出 | 二 | 
的 定 获 知 


Xl} = |{X}il, 
故 (82) 式 可 自 (39 式 中 每 一 肯 以 其 模具 代 而 得 。 
其 次 , 研究 航 数 (28) 篇 引 滋 收 钱 的 充分 条件 。 芜 在 一 个 普通 的 祝 
到 数 z 的 震 航 数 
(38) do 十 18 十 Ga 十 
候 妥 他 的 收 分 宣 径 二 np、 共 中 % 是 方 津 的 畴 数 , p 基 榈 正 数 。 加 [1 条 
中 所 已 知 ,对 艇 般 数 (33) 的 保 数 有 如 下 的 居 伞 : 


(34) lon| < cr ay 


其 中 a 县 任何 一 个 小 的 固定 正 数 ; 村 是 侦 正 数 各 8 的 导 取 有 了 并。 误 b 
是 某 一 得 , 试 洛 方 际 01 的 正 政 疝 短 : 
人 w= 杷 十 配 十 … 寺 三 一 na 如， 世上 8 护 =| nj 
一 盘 有 
(35) 5 "= wb" | 
现在 假 裔 5=p1>>0, 再 取 一 为 陈 互 , 满足 休 体 
i 全 |< 过 上 pills 
那 示 其 见 有 1 
上 有 < ma 人， 部 于 吾 人 一 sp 
由 (84) 有 
| 


|* 


fea | 系 |s< 开 于 | (ae PL 了 


np—8 


洲 pi 之 p; 天 取 8 荐 小 时 可 使 
0O<— el. =<1， 
TD 一 


于 峙 级 数 (3 轧 题 然 收 全 ,从 而 圾 数 438) 狠 蚂 收 化。 知 顾 数 (3 的 的 收 盆 
生息 等 走 ce， 期 称 东 级 数 的 和 篇 2 的 整 贸 散 。 由 以 上 的 访 有 天 可 知 壮 及 
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役 数 (38 多 任何 方 障 并 蕴 需 契 涯 收 你 。 因 此 得 到 下 面 的 害 理 : 

定理 ”车 极 数 (33) 的 收 伊 生 径 等 族 np, 则 对 所 有 在 原点 的 阁 域 
(C38) |x|<iipl 
区 (28) 对 任何 方 隙 莹 篇 欧 业 收效 。 

避 般 数 (28) 在 区 域 (36) 中 痉 对 收敛 肝 ,我 们 宰 导 机 数 的 和 了 () 往 
营区 域 中 的 正 出 画 数 。 

斌 以 方 隙 的 指数 图 数 需 例 : 
(371) 于 -二 本- 


下 一 -| 二 
ex=1+ I 十 可 十 


沽 时 ,和 他 对 应 的 短 鹏 数 (83) 的 收 仇 宇 径 等 息 co, 故 知 (371) 导 任何 沪 
由 反常 篇 纪 对 收 做 ,或 者 丽 ,《371 是 方 午 立 的 整 夯 数 。 

再 淖 以 任 一 复数 e 需 底 的 指数 画 散 
(872) er eriemlt 2 


其 中 下 5 取 复数 e 的 某 一 固定 独 数 值 。 画 数 4379) 世 是 方 重工 的 阔 西 
数 。 现 在 司 阴 需 级 数 展 天 的 玲 一 性 。 发 有 两 个 圳 毅 数 
立 gn A 之 oh Em, 
世 在 镭 城 (36) 中 契 对 收 艇 , 旦 在 让 卷 域 中 两 级 数 有 相册 的 和 ,部 
袜 gm Xm Dah", 


现在 要 订 明 对 蕉 所 有 的 3， 0% 一 0m。 坊 此 ,注意 对 和 角 方 降 


尼 一 2 一 人 zz， |z|<p 
满足 休 件 (36)。 代 大 前 式 得 : 
Sm 这 鸣 zns (lzl<p 


但 是 我 们 早 知道 窗 炙 数 夯 数 在 任 一 加 中 的 者 般 数 展 关 式 是 除 一 的 
[14] ; 故 有 a 一 ow 莘 谎 及 有 的 mx。 由 是 得 下 面 的 害 理 :“ 
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后 有 的 和 ,出 人 因数 风 全 部 名 交加 。 

若 再 庄 用 公式 

(SHS SENS -1 
则 优 [IIE4 约 光世 由 震级 数 (28) 或 (27) 所 证 闵 的 西数 六 (三 ) 可 给 下 面 
的 等 式 : 
CSTS-D SFR)YS 
67， 要 报 数 的 条 法. 至 级 数 的 反 演 ” 谍 有 二 先 航 数 
有 (XD 一 学 ou 和 户 (= 实 , Box， 


在 束 城 36 中 络 光 站 化 。 和 将 过 两 胡 数 的 和 相生 ,得 到 另 -一 太 限 
了 一 fat XY):f1(I)o 
沙 方 鲁 的 元 素 由 下 面 的 式 子 活 定 


C38) Ya SD fA uA FE Ya 
共 中 
(fA) w= at Eon EL) (RN Rp 


(OO ont DB bm, BX {E)} {Rm 


证 些 好 数 部 是 多半 胸 航 的 , 故 可 这 项 变 莱 , 代 而 方 障 了 的 元 素 可 
篇 篇: 


{Th = Co bo Gy, 十 Saob 十 3 Ba—1 Fe 
bo) BE {A} Fs 
诉 了 自 忆 就 可 知 刻 : 


Y= aobt SE Caobnt a bmnit ttn bo) I", 
“ Li 
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由 此 得 广 : 从 六 收 襄 的 方 陆 餐 级 数 可 以 像 通常 被 数 的 雄 般 册 一 般 


霹 相 和 ,站 内 要 禹 和 因子 的 交 序 扰 天 。 
已 狂 一 个 由 等 航 就 所 定 间 的 方 刊 轴 茹 
C39 区 一 大 毒 )》 一 06 二 和 下 十 G9 丰 24 vs 
其中 ci 基 0, 沉 在 要 计 瞪 信子) 的 友 轴 数 的 存在 博古 。 
游 察 通常 的 禾 玖 车 > 的 袁 轿 数 


《40) 二 G0 二 18 二 a2 二 
各 我 们 所 知 , 当 a1¥0 时 存在 唯一 的 由 震级 数 
(C41) 0 QT To) 二 


所 定 踪 的 两 数 , 在 基 一 痢 妖 | 一 aol 二 wp 中 他 是 (各 ) 的 友 落 积 。 著 脏 
识 级 (C41) 代入 (40) 式 的 右 让 


co 上 名 
2 一 ao 十 工 crCeo 一 ao 十 oa| 3 ce —co)* | + 
下 一 二 E=1 加 


倒 般 数 租 弱 钓 规 央 他 出 名 航 蓝 的 自 乘 , 然 知 稀 0 一 00) 的 填 次 种 同 的 各 
项 钱 必 在 一 起 , 麻 该 得 到 榨 锋 式 世 三 名， 加 果 在 以 上 的 计算 中 以 沪 陈 全 
代 区 2, 方 陆 了 了 代 符 加, 避 关 让 优 ( 工 一 co 之 释 的 方 阵 君 航 数 的 他 部 计 
个 与 关 扶 多 喜 (w 一 ao) 的 堪 艳 数 的 逐 人 算是 同样 的 ， 故 千 果 亦 同 ,这 是 机 
各 0 放 ,在 0 的 并 所 守 和 风色 数 3) 有 用 一 的 屎 明 铝 


(42) 和 = 三 cAF—an)’, 

汉 圾 各 产 孝 二 

C48) 上 一 so| < lel 
中 起 对 收 煞 。 


痢 域 (43) 岩 内 可 负极 时 (41) 的 收 斤 半径 决定 。 

以 上 记 议 合 (了 一 aw)* 的 方 阵 胡 戟 的 形式 还 沉 和 合 tw 一 40) "的 莹 
泛 级 数 的 速算 一 致 的 事 , 乃 基 因 短 该 方 阵 末 囊 斌 舍 常 散 和 叭 一 的 方 阵 
了 一 wn 及 其 霓 宏 之 喜 ， 凌 际 -上 , 当 数 和 任何 方 阵 育 或 换 , 园 一 吉 障 的 丙 
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咎 敢 雷 也 可 挛 模 ( 印 二 者 相 琵 叭 多 次 序 括 天) 所 以 两 溃 冰 算 完 至 一 我 。 
例如 , 习 正 整 烧 我 位 可 上 统 朵 用 和 牛 烙 二 贰 式 到 式 往 
(FY—ao)’ 
展开 需 工 的 多 美式 。 钮 县 如 果 Ui 和 Ui 是 十 个 不 同 的 方 障 , 一 般 而 座 ， 
我 们 就 不 能 类 二 项 式 私 式 床 展 并 
(LE 十 Te 
现在 内 用 前 乓 的 稚 项 放 指 数 姜 数 


名 ， 铝 
TT 了 到 


的 等 别 情 形 。 渤 画 散 的 反 画 数 是 氨 纪 , 他 可 以 展开 篇 


lg w=lgll+ C01)] = + 


W 一 ez 一 工 十 Fe 


右 园 的 狠 数 在 男 |w 一 14| < 工 中 需 收 化 。 
误 榜 , 往 方 障 指 数 丙 数 


7=- oz=14+ 芭 二 全 二。 
反 演 郎 得 万 障 多 数 的 笑 规 数 形 式 : 
Pl (Fr-Da 
邮 在 芭 域 
dD |¥—1| <| i 
中 篇 彼 半 收 就 。 
党 方 阵 了 已 狂 里, 方 阵 沪 程 
(46) cz 一 也， 


关内 王 有 手数 多 个 解 。《 寻 ) 雪 示 怕 万 程 的 一 眉 解 , 他 在 单位 六 障 的 痢 
域 中 是 了 的 正 草 画 数 , 卫 营 了 一 1 时 成 篇 堪 方 随 。 至 於 为 程 (46) 的 其 
他 的 解 ,在 单位 万 阵 的 轩 域 中, 或 在 公关 域 之 外 的 , 钨 效 如 何 求 得 的 阅 


名 四 章 多 变数 消 豆 和 方 耻 副 数 均 


题 ， 实际 上 肉 疏 极 数 44) 的 解 检 范 拓 的 辐 题 , 亦 印 轮训 和 报 数 (44) 衫 抵 
的 喇 个 普 道 桶 报 雪 的 解 杭 延 折 。 温 条 是 我 们 志和 后 还 要 谈 到 。 
藉 助 其 方 往 滋 角 我 们 可 以 定 闵 方 阵 关 图 谣 各 下 ; 
《477 及 ?二 1 
车; 筷 揽 网 圾 , 则 
2 一 本 lx , 
代 六 4 地 2 到 指数 丁 散 的 蝴 插 式 中 


olss | 出 从 2 
€ 上 十 二 二 Bl 十 


再 巩 


lgamlg[it Ce—D] -i + 


代入 ,整理 坝 鳃 可 得 : 

2 7D eit D+ DD 
湿 般 数 党 'z 一 一 工 味 驳 合 。 回 局 前 面 洽 过 十 种 有 运算 一 致 的 事实 ， 可 
知 ; 

(48) renes1 寺 各 (下 一 DD 二 全 (TI) 


这 展开 式 在 殉 域 
cg -ai< | 


四 乱码 大 收 竹 。 

88， 收 伏 性 的 深入 确 究 ”前 于 祝 过 塞 般 虹 C28) 和 | 7? 悦 移 狼 { 且 ) 
的 m3 个 级 数 (29) 相 插 。 现 在 这 看 般 数 (29) 中 的 内 部 和 
《50) )， 之， (Jo 本) 

凋 计 和 中 所 有 相同 的 项 后 俐 在 一 起, 我 们 就 可 以 招 疯 数 (29) 者 做 
mn 要 多 匡 {ju 的 避 侦 普通 和 失 航 。 和 将 (80) 式 中 的 各 数值 以 其 模 替 


20 高 多 歼 上 坚 才 程 


代 ,又 以 |au| 替 代 am， 其 千 果 就 壬 从 把 刚才 所 得 m2 个 普通 每 级 数 的 每 
一 -项 以 其 次 替代 。 因 此 得 芝 :车 将 静 数 (29) 改 寅 应 区 数 {jw 的 普通 圭 
航 最 形式 ,区 共 名 类 收效 屠 相 党 丰 级 数 (39) 的 收 禾 性 序 相 党 其 狠 数 
《28) 的 狠 洒 收效 性 。 

一 般 , 数 数 (38) 侣 收 伍 的 意 闵 就 是 当 正 整数 六 co 暑 方 际 钙 列 


(51) co 十 > GT™ 

的 榨 限 存在 。 在 (5 下 如 加 一 - 租 对 麻衣 m% 一 1 十 1 的 项 , 其 意 闵 就 是 让 
(52) Codi -Ee To En Eb 

土 下 加 一 税 (- .了 垃 的 (的 青天 多 项 开 

G3) Gt, DR) AK) {I} 


因此 , 在 出 半 所 说 的 一 般 意 久之 下 , 裔 笋 (28) 的 收 化 性 就 入 %?* 个 
季 数 (29) 的 收 放 性 相抵 , 而 在 进 些 级 数 中 全 一 项 是 一 个 形式 如 63) 的 
刘 交 多项式。 我 们 先 研究 表 效 (28) 在 一 条 特殊 划 城 中 的 收 敏 隆 , 部 在 
由 不 等 式 
C354) | 玉 i < 
所 定 就 的 区 城中, 讲台 4 是 个 已 疮 有 具 正 元 素 的 方 陆 。 不 等 式 (5@ 和 下 
面 吧 心 不 等 式 
(C55) | {hs} < {A 
相抵 ; 德 者 定 闵 关於 福 变 粗 {了} 的 以 原 器 篇 中 心 的 如 个 联合 略 。 现 
在 假 裔 级 数 (28) 在 区 域 (5 分 中 收 镍 ， 双 钥 9 篇 任 一 小 散 工 的 正 数 。 划 
级 燥 《28) 党 全 =94 时 奖 收 敏 , 即 n? 个 角 数 

aodst Doan, DE {Au {A {A 

都 应 收效 。 这 些 毅 数 可 以 看 庶 0 的 营 级 数 , 因 时 他 们 必定 是 下 潮 收 仇 ， 
序 心 个 正 项 郁 数 


Ie05,s| 十 | ， 交 _ 人 人 
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上 骨 坑 黎族 。 因 此 知道 般 散 (29) 涡 也 方 卫 94 需 友 洁 收效。 对 让 所 有 的 
薄 足 外 件 | 于 | <24 的 方 阵 郊 , 般 数 429) 当然 也 是 狠 加 收 数 。 因 必 可 
己任 意 接 近 贡 也 故 峙 起居 论 区 域 (5 和 中 所 有 的 方 障 , 般 数 (39) 萎 尘 收 
人 效 。 膏 而 级 数 《38) 亦 在 区 域 司 4) 中 稳 双 收 航 。 故 得 下 面 刘 定理 。 

定理 ” 堪 般 数 (28) 在 区 域 46 和 中 佑 收 短 , 则 必需 郁 对 次 铸 , 换 守之 ， 
必 面 震级 数 (29) 在 联合 加 (55) 中 篇 绝 匀 收 组 。 

直到 现在 我 们 认 研 究 了 在 不 等 式 (54) 或 不 等 式 (36) 所 定 闭 的 区 城 
中 替 航 教 的 收 钊 问题 ,而 不 等 式 (36) 是 不 等 式 (54) 的 特殊 情形 。 以 下 
将 机 转 到 震 极 数 站 敏 狂 前 一 般 研 究 , 但 惟 方 陈 王 可 以 化 成 裔 器 危 牺 方 
全 的 形式 。 如 我 傈 所 知 , 所 有 的 忌 市 际 , 瑟 上 方 午 以 及 特 向 机 都 王 不 相 
辐 的 方 阵 常 可 化 成 车 角 舟 方 阵 。 -上述 人 条 件 卫 可 以 如 此 党: 我 们 就 研究 
有 长 有 四 置 初等 因子 的 方 了 淖 。 误 什 方 阵 可 以 者 示 成 LI, 27]: 
《56). T=8 hi hoy rs MlS 1, 
基 中 & 井 一 行列 式 不 等 於 考 的 方 阵 , 和 是 开 的 特 微 数 。 篇 名 滥 齐 把 级 
手 的 部 分 帮 记 成 : 

(一 Go 十 Zam"; fe) 一 ao+ 守 anw, 


又 记 般 数 的 和 篇 


fCX) 和 f(Do 
租 C56) 式 代入 也 ( 节 ) 可 得 [ITT 44]; 
FAX)=a0t (Bon LM, Mp, 1 M9 8 
或 
(57 FEI=S [Ga FNM) ,1 fa)] Ho 
如 果 所 有 的 特 徽 数 1 部 在 弛 数 C33) 的 收 敏 图 办 部 ， 则 (57) 式 贤 
1->ce 时 有 一 定 的 极限 债 , 即 
(58) FRY= SL[FOD, FOw) ,ees FNM) IS, 
因此 得 里 狗 斤 (28) 次 敏 。 盏 坊 有 一 候 尾 向 数 ， 如 为 ， 位 藤 般 数 (33) 的 
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收 伍 圆 外 部 , 划 可 条 (57 不 趋 藤 一 定 的 熏 限 值 。 实 际 -上 ,我 们 可 将 等 式 
(7 疏 寓 成 下 面 的 形式 : 
[CD CD 

敌 . 大 开 ) 有 极限 慎 , 刀 等 式 瑟 下 业 应 敲 有 本 限 , 印 半角 杀 方 陈 的 每 
一 元 素 都 有 梯 限 . 旭 已 假设 如 位 臣 毅 烙 人 338) 的 收效 圆 外部, 元素 .Pa 
入 然 波 有 检 限 。 因 此 得 盐 : 

定理 车 方 障 开 所 有 的 蛙 微 数 知 在 般 娄 4337 的 次 赦 加 内 部 ,天 轿 
般 数 528) 收 伊 ,但 臣 要 有 一 个 特征 数 在 过 珊 外 吉 时 , 般 数 (28) 就 装 散 。 

上 注定 理 是 狼 於 有 第 重 和 初等 因子 的 , 即 且 形式 (89) 的 方 细 互 证 网 
的 。 潭 个 证 时 可 以 推广 到 一 般 的 情形 ,但 我 们 不 想 在 星 多 府 了 。 

现在 再 精 到 亲 浒 站 襄 性 ; 即 央 藤 般 匡 (3 也 的 收 镍 性 的 靖 究 。 

回 塘 通常 复 购 散 的 害 航 数 在 其 收 敏 融 内 部 和 需 匈 尘 收 做 的 事实 ,可 
知 释 数 


en|2” 
下 


有 和 级 数 (337 相 出 的 收 艇 衬 径 。 麻 用 刚才 荐 明 的 定理 其 般 烧 (31), 我 
们 得 到 下 面 的 间 共 秀 潮 收效 性 的 定理 : 

宕 理 党 用 | 工 | 所 有 的 村 生 数 孝 在 用 数 (33) 的 收 关 国内 部 ,区 
般 数 425) 焰 河 站 人 禾 : 但 座 要 有 -个 蛙 贡 数 在 道 丽 外 部 时; 航 数 (287 训 不 
怒 闹 妆 航 。 

岂 本 管 鼎 始 团 所 记 知 道 航 帅 (28) 的 针对 收 雍 性 包含 其 在 一 般 意 驴 
下 的 收 教 禾 。 应 用 汪 事 实 不 如 征明 方 阵 | 开 | 的 特 币 数 的 模 的 最 天 值 示 
小 讼 方 际 互 的 特 丛 数 的 异 的 最 大 值 。 实 际 上 ,改过 责 最 大 慎 依 次 乱 户 
和 ps。 车 ps > pis 书 可 引出 泽 盾 来 。 适 此 壮 取 般 散 (93) 的 公 贡 mm 使 
其 收 向 定 径 篇 po, 具 p 谢 是 体 任 pap > pi。 例如 由 分 式 

1 


1— 二 
避 


第 四 车 字 克 喜 测 数 和 和 态 隙 敬 铭 外 


懂 坑 所 得 的 需 狼 数 就 是 点 P 需 收 伍 御 径 的 。 

骨 山 才 所 证 的 定理 知道 得 时 级 数 (3 卫 二 收 伍 , 而 航 数 (29) 仿 发散 ， 
和 落 和 萎 洗 站 化 性 色 合 音 通 的 收敛 性 一 事 相 耶 盾 。 

(58) 式 址 朋 若 方 阵 全 的 特 仇 数 篇 xn 巧 且 所 有 的 初等 因子 都 是 党 
重 的 ,出 由 收 租 祷 级 数 所 定 诸 的 方 障 了 (了 ) 点 了 CD 需 特 若 数 , 芷 且 所 
有 的 初等 因子 也 都 旺 章 重 的 。 泛 一 性 质 在 某 稳 附加 休 件 之 下 可 以 拓 广 
到 非常 重 初 等 因子 的 捷 江 去 , 朗 成 立 下 面 的 定理 ; 者 方 际 六 的 初等 因 
闻 乱 


(Cs Ne NL 
剧 由 轿 般 数 所 定义 的 方 际 /( 节 ) 以 
TA FOI [ho FOO], 区 一 PN 
篇 初等 因子 ,王权 了 (hx) 都 不 等 其 迁 。 

我 们 也 可 以 其 助 从 (58) 式 水 研究 由 短 般 数 所 定 贸 的 多 雪 用 如 的 
解析 延 拓 。 假 设 般 激 在 区 域 (54) 中 需 灶 对 收 族 , Xo 是 种 芭 城中 的 -一代 
方 陈 。 将 加 的 元 霸 按 照 某 三 一 定 的 规律 速 策 地 效 殴 。 还 上 脖 加 的 特 
效 数 4 也 将 速 村 地 释 动 。 又 假 仙 在 (56) 式 中 出 现 的 万 阵 8 的 元 素 也 如 
这 地 网 动 。 则 出 (68) 式 , 方 阵 /CS 的 解析 延 托 的 问题 就 浊 原 念 一 个 窗 
交 数 面 数 玉 ) 的 解析 延 拓 的 同 题 了 。 

上 本 的 解析 延 拓 有 一 征 非 常 不 便利 之 砍 , 衣 是 觉 全 已 闭 肝 (58) 式 
中 所 合 的 方 障 没有 一 定 的 值 。 实 际 上 , 例如 济 鼎 方 陵 而 阁 , 我 们 已 
经 看 测 方 阵 8 有 各 种 不 周 的 园 取 方法 了 。 在 一 些 特 别 情形 之 下 , 上 这 
的 解析 延 朱 可 以 不 符合 秀 从 全 级 数 39) 的 解 桥 延 折 。 以 德 我 们 要 上 比 
鼓 洋 厚 地 解释 关於 解 闪 延 拓 的 阅 题 。 需 此, 需要 一 个 重要 的 公式 。 作 
篇 着 公式 的 预 铺 ,我们 先 尖 并 认 插值 法 的 柳 侦 简章 的 公式 。 

89. 插值 多 项 式 插值 法 的 最 简 罕 而 基本 的 尚明 如 下 : 找 一 个 次 
数 不 高 各 Cw 一 上 的 多 项 式 , 他 在 槛 下 而 上 假 点 取 已 烙铁 值 。 候 珊 进 
多 项 式 在 多 个 财 志 (b 二 1,2，…, 人 之 值 需 x。 首先 注意 ;过 种 多 项 式 


34 高 车 数 举 元 程 


焉 能 有 一 - 眉 。 事 实 上 ,我 们 知道 江 , 18 男 ， 两 个 次 数 不 商 施 名 一 贡 的 多 
项 式 车 在 m 个 点 有 相同 的 匡 值 别 必 人 篇 恒 绊 。 适 质 值 间 题 的 解 可 以 用 下 
而 的 简 甸 式 子 裘 示 : 
(69) 下 -人 一 六 交 全 生 仁和 全 攻 人 2 区 人 守 区 。 
易 见 上 式 右 远 磁 仿 次 黄 不 高 其 (nr 一 中 的 z 的 多 项 式 。 洲 甘 ?一 aa， 
则 右 滤 除 第 一 项 外 都 等 疏 震 ,而 第 一 项 中 的 分 数 等 苹 1, 邹 Pi (31) 一 
一 wio。 同 楼 可 症 也-1(3) 二 Wwe 
车 .大 裤 篇 革 区 城中 的 正则 画 散 , 肥 玫 是 道 区 城中 的 点 , 即 到 式 


A 0 


(60) P,_1(2) = b> mt PI Cm DL Ci 2 Fa 


a 1) Con 21) tO—2) 

决定 叭 -- 的 家 数 不 高 的 (nn 一 1) 的 多 项 式 ,他 在 各 点 六 的 数值 等 於 f(z1)。 
二 多 顶 式 通 常 确 党 庄 点 z 的 拉 格 衣 日 播 值 多 项 式 。(60) 式 称 需 搞 格 委 
上 的 插值 公式 。 

一 般 的 (一 二 次 多 项 式 

0 十 43 十 十 Cl 

包 舍 mm 侦 大 数 &。 在 拉 格 裔 日 公式 中 溃 些 套 明 由 nr 个 休 件 所 决定 , 印 
在 者 点 色 多 项 式 的 值 感 蔽 等 让 六 2)。 更 在 我 们 来 侍 符 -- 习 更 一 般 的 
沿 题 。 假 诅 了 (在 某 一 区 域 中 需 正 草 , 如 2a，… zj 需 吉 匡 城 内 部 已 粉 
的 ; 个 点 ,问题 是 要 洁 一 个 次 数 不 高 访 (nr 一 的 多 项 式 ,使 宪 各 点 zi 多 
项 式 的 获 值 点 及 他 的 慎 训 次 到 (9p; 一 1) 阶 的 数值 者 和男 数 疙 2 及 共 亲 
数 在 多 麻 点 的 数值 相 绛 ,部 此 时 多 项 式 了 (办 麻 满 足 人 条件 

下 一 
东 时 我 俩 盆 酸 人 十 多 十 … 十 入 =%， 所 以 休 件 的 个 匡 还 是 mn。 加 前 易 语 
各 条 多 项 式 蕊 可 能 有 一 个 。 实 际 上 ,假如 再 两 个 的 应, 刚 他 们 的 差 猪 星 
一 个 次 烧 不 高 於 (0n 一 上 二 的 多 项 式 ,而 以 为 篇 ps 重 零点 , 朗 半 多 项 式 有 
% 倒 夺 点 ， 适 是 了 可 能 的 事 。 因 此 我 们 现在 所 讲 芥 的 更 一 般 的 插 复 问 
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题 仍 香 对 可能 有 一 但 解 。 下 而 游 明 建 移 适 种 插值 多 贰 式 的 方法 。 先 洁 
次 多 项 式 


OT NC 
及 轴 数 


2 一 .20 
《61) PCE) = py 


函数 p(2) 可 能 以 a 壳 柱 睁 ,但 其 随 骨 不 高 族 pr。 和 过 高 明 关 攻 才 
标点 的 仍 限 部 分 的 和 是 一 个 仙子 次 工 低 氓 芬 母 次 钥 的 分 式 , 其 分 母 的 
形式 篇 | 

C2 
此 中 整数 gq; 不 天 舱 px。 形 相 出 的 因子 和 分 子 和 分 鞭 , 我 们 可 以 把 画 数 
2 二 的 短 限 部 分 改 寓 成 


3 


Pi(z) 
- Pz) 


其 中 请 -1( 钨 办 交角 不 商 从 Gn 一 1) 的 多 项 式 。 由 是 (61D 式 可 惧 改 闪 成 
”下 面 的 形式 : 
Ia) Ts > -一 of 


PE) 
其 中 (篇 整个 原 域 中 的 正 昌 画 数 , 连 z 也 在 夫 。 上 起 又 可 改写 丰 : 
(62) f= P12) Tp) WE 


适 式 子 有 让 第 二 项 在 的 若 域 中 可 末 示 篇 必 一 如 "和 一 个 在 x 篇 
正则 的 醉 数 的 葬 积 , 就 是 说, 右 往 第 二 项 和 他 的 入 数 直到 (名 一 二 办 在 
2 通 巾 部 等 页 雳 。 因 此 在 各 点 加 多项式 瑟 -1(2 及 其 篷 数 站 汉 ( 往 一半 
载 的 区 人 秆 田 丙 疾 了 (z) 及 其 游 数 在 六 诡 点 的 宙 值 符 同 , 妇 局- 区 2 篇 所 要 
求 的 插值 多 项 式 。 我 何以 鳃 常用 RMz;i 和 所; -…, 加) 来 记 他 。 敬 省 34 五 不 
和 格 同 轩 , 过 就 是 拉 格 明日 多 项 式 。 如 果 噬 数 因 中 有 相同 的 ,例如 裔 革 一 
wr 卉 更 py 次， 旭 在 运 时 多项式 及 其 济 散 直 济 《94 一 D 随 的 数值 熏 男 数 
f{ 中 及 其 赔 歇 各 因数 的 数值 至 同 , 党 nn 二 2 及 如 交 加 时 有 
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hz; ,2a) 一 fa) + EAL gC), 


— 2 21 
管 2 和 = 时 有 
hz; a 29) = fo) t+) 


和 0. 并 露 秘 等 式 祁 锡 畦 儿 斯 脸 公 式 、 家 卫衣 一 方 耻 ， 
CB3Y DE—M\DN =0 
是 他 的 特 徽 方 程 , 其 中 有 TI) 喜 示 方 障 了 的 行列 式 。 拉 和 hay: 》 
配 迁 方 程 的 根 。. 上 式 左 兆 可 篇 篇 : 
《6 和 CD "omit ho = — DWNY, 
渤 中 心 可 用 方 陈 于 的 元 素来 表示 , 世 可 用 方程 人 6 人 的 根 求 雪 示 。 例如 

二 一 [AI 十 Ag 十 十 有) 本 二 和 1Dg 二 INg 十 :十 入 (10 

过 些 ww 都 是 方 障 的 数字 商 数 ,就 是 询 , 党 方 降 荆 已 秩 瞪 ,他 们 就 有 
一 定 的 数值 。 我 们 以 前 在 [TII1, 271 中 早已 油 海 和 过头 画 数 了 了。 泪 意 ， 
(一 DD"a, 古方 际 的 行列 式 ,一 悦 是 方 陈 的 中， 郎 等 臣 测 角 乏 上 元 素 的 
和。 

天 震慑 媒 式 告 评 我 全 ,如 果 以 矶 随 开 代 了 密 项 式 则 (一 各 十 
十 air 十 ，… 十 mm) 居所 得 裔 彭 方 阵 , 邹 下 式 砍 立 : 
《65) 出 (于) 二 及 ?十 人 1 十 一 0 

需 此 , 假 瞪 特征 芽 jx 互 不 相同 ,或 更 一 般 , 假 座 方 阵 下 可 吕 示 把 下 
之 形式 : 

主 二 S[NMy May ns MS 
污 幅 ,如 [IIIi,4 和 中 所 已 知 ,有 : 
区 (CE = SE pO os PATS -1 
但 ie 是 多 若 式 由 信 的 零点 , 故 
EY= ST0, 0, +, Qf-1, 
.上 式 右 滥 中 加 的 尖 角 稳 方 隧 的 对 角 儿 元 来 都 等 民 寺 ,就 必 篇 才 必 
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策 ， 因此 右 滤 三 方 陈 之 稿 也 是 雾 方 障 ， 即 (65) 式 成 均 。 利 用 村 限 步 矶 ， 
先 考 卡 具 有 不 局 的 特 徽 娄 的 十 陈 ， 不 庚 将 避 恒 等 式 的 肿 明 推广 到 一 
的 情形 去 。 | 

现在 息 裕 三 衣 六) 避 帕 披 六 收 第 冠 般 数 


C66) fCEI =00t+ ta 
在 区 域 
《6 人 [下 | 一 了 4 


中 所 完 闵 的。 任意 取 强 束 域 中 的 一 惕 方 阵 , 假牙 其 竺 蕉 散 jx 下 不 机 
阅 。 访 在 恒等式 (62) 中 
PDE MD ND) hy) = eo. 

刘 成 立 恒等式 - ， 
(68) fi2) = P12 +h) ts), 
其 中 Pr-1( 允 是 讲 贴 入 的 拉 格 朗 日 插 全 多项式。 蚂 然 , 车 愉 方 障 卫 代 
将 多 数 z, (68) 式 依然 恒 等 , 因 篇 各 时 右 洪 的 沫 稿 竺 谍 合 全 和 他 的 乘 
志 , 所 以 用 下 代 z 不 致 改 状 其 相 磁 吉 有 书 。 想 现在 由 (6 外 式 知 污 多 项 式 
业 卫 ) 恒 等 徐 堵 , 故 由 轩 雷 层 等 式 可 以 得 到 

OE)= PA(Z)。 

将 土 式 屡 月 , 序 知 装 航 区 域 Wi 中 任 一 具有 有 不 档 同 之 特 微 吉 的 
沪 际 人 和 常 碟 详 - . . 
CD J00- 人 

芒 式 子 通常 稳 坊 旭 请 维 斯 租 公 式 , 他 将 扰 帘 般 败 (68) 衰 示 篇 方 陵 
的 多 项 式 , 在 着 多 项 式 中 窗 有 交通 的 视 灵 散 购 短 科 是 (hr) 出 更。 

如 果 古 陈 也 的 特 微 数 中 有 相同 的 , 如 (69) 式 右 媚 将 不 是 拉 格 间 日 
插值 多 项 式 , 而 是 更 一 般 的 插值 多 项 式 , 关 人 蛋 我 侧 在 圭一 小 季 中 已 祭 率 
过 ,让 且 我 们 同 锭 可 以 把 (6 从 式 所 定义 的 丁 数 了 (了) 帘 成 方 隙 的 多 贡 式 
AT ERE; hy Mey he)s 
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尘 起 二 了 只 上 矿 陈 各 轩 闪 和 上 时， 


07D OO = 0 7 Ea, 
沪 和 一 知味 ， 

《72) TR fFODT RA Co 
73) cz 一 守 二 je 二 证 二 名 Ere, 


注意 : 渡 用 疮 特征 获 思 非 互 个 相同 陆 的 一 般 瑟 式 (7D) 昌 可 以 由 
《69) 式 夭 极 限 法 将 其 中 某 些 入 趋 於 同 一 数值 丽 得 。 

51. 解 斩 延 辐 ”在 区 域 (67) 中 定义 正 虽 画 烧 了 《XD) 的 到 式 (66) 实 
际 上 和 在 联合 图 

{hi < {A 
中 息 汉 收敛 的 mn? 个 禾 般 数 (29) 站 抵 。 

做 迁 科 个 替 釉 歼 的 解析 延 拓 , 我 们 就 可 凡 在 一 个 寞 大 的 便 声 中 来 
定 闵 方 耳 (了) ,而 由 浊 苑 解析 延 拓 所 得 到 的 方 阵 全 体 就 定 装 了 解 桥 本 
数 了 ( 太 ), 他 的 站 元 素 是 区 域 (67) 中 的 报 数 (66) 。 

回 济 费 尔 杂 斯 脱 到 式 。 党 方 障 革 的 元 来 按照 一 定 的 更 书 连 炉 扫 
勤 时 , 他 的 特 徽 数 入 也 证 一 定 的 五 式 之 下 速 篇 桥 动 ， 由 〈69) 式 知道 
了) 的 解析 延 拓 的 辣 题 句 千 到 被 独 烧 画 数 (的 解析 延 拓 网 题 去 了 。 
车 在 解析 延 拓 沉 程 中 茶 芍 个 久光 篇 相 锋 ， 虽 麻 凡 (70) 式 代 鞠 (69) 式 。 
如 果 既 肖 解 析 延 拓 税 神 兆 烧 丙 迷 了 了 (2) 篇 墨 值 , 那 未 佐 昭 够 尔 杂 斯 脸 丈 
式 艇 六 芝 ) 的 解析 延 拓 时 所 能 遇 汉 的 只 一 困 殉 将 是 那 -一 些 方 阵 总 ,他 
们 的 特 徽 喜 中 有 些 是 画 数 兴 2 的 畜 册 点 的 。 例如 ， 六 谍 原点 的 兴 域 中 
由 般 数 

* 和 =I 二 证 十 及 2 十， 
所 定义 的 夯 数 大王 》， 我 们 要 做 他 的 解析 延 折 时 , 区 要 特 微 惑 有 一 个 等 


第 四 章 ” 儿 变数 男 数 和 方 径 冰雪 名 


於 工 的 都 是 坷 贤 方 陈 。 可 已 慎 明 在 上 述 情 形 下 大 助 放 名 请 维 斯 服从 式 
的 解 桥 延 拓 完 全 和 藉 助 从 na 个 莫 胡 数 的 解 桥 延 折 相 抵 ， 所 以 用 前 --- 葵 
方法 水 可 求 得 解析 画 数 的 所 有 数值 。 

现在 青 看 称 沉 解析 延 拓 志和 锐 了 (2) 基 多 值 解 析 丙 数 的 情形 。 漠 时， 
如 我 们 所 已 勾 , 夯 数 .Fo 不 在 普通 的 复 琶 数 平 面 上 侈 单 值 ,而 是 在 某 一 
条 微 他 的 多 值 性 的 多 药 黎 曼 曲面 玉 上 需 褚 值 。 当 方 阵 互 的 元 过 速 粮 
辩 动 时 ,他 的 特 微 数 就 在 上 述 演 黎 受 曲面 总 上 过 本 沟 动 。 如 果 我 们 要 
淡定 面 数 ./(Z) 渔 南 某 一 特殊 广 阵 互 -= ZY 的 值 , 我 们 不 介 要 知道 方 障 
五 , 阁 旦 通 需 要 指出 氏 贺 数 的 最 初 定义 域 (67) 中 的 一 人 柚 方 阵 和 如何 稻 
了 (也 ) 解 析 延 拓 到 Xo 的 过 程 。 简 四 些 说 , 我 们 不 仅 要 知道 方 阵 Yo, 北 
且 浊 要 知道 到 迷 工 , 的 解析 延 拓 的 道路 。 现 在 假设 涂 道 路 是 汪 榜 :解析 
延 拓 常 苦 助 散 旬 评 络 斯 膀 兵 式 而 展 行 ,但 是 营 工 趋向 到 时 ,有 两 个 等 
币 数 轩 和 加 趋向 重合 ,就 是 说 , 淹 超 向 同一 个 被 数 , 不 过 得 十 个 相同 
的 德 数 各 和 趣 在 黎 虹 曲 而 刁 的 不 同 鲁 全 之 上 。 泛 时 取 稳 限 , 凤 走 方 隙 和 
而 着 ,他 的 两 个 特 微 数 和 和 2s 是 重合 了 ,但 是 在 他 个 的 共同 值 ja 的 阁 
近 画 葡 了 (2) 风 由 于 个 不 同 的 泰坦 般 数 来 决定 , 因 篇 他 们 所 凌 床 的 黑 位 
於 艇 曼 曲 面 R 的 不 同 丽 华 .上 的 红 故 。 一般 而 洽 , 取 极限 轩 常 有 (Nh1) 
+ 0) ， 中 然 和 1h。 在 送 种 情形 拉 粘 朗 日 或 锡 请 六 斯 股 公 式 就 失 本 
他 的 意 装 , 因此 六 道 秆 解 析 延 本 的 道路 我 们 说 方 阵 部 需 画 数 扰 开 ) 的 
奇 械 黑 。 当 然 , 有 时 也 可 以 通 到 70 一 Ga) ; 面 他 们 的 某 一 游 数 不 同 
的 情形 , 凶 圣 基 一 3， 有 FICD) 了 Fo ,只 然 轴 1 一 加 。 通 睹 我 们 可 坟 
把 特 徽 数 加 和 hs 的 共同 极限 值 Xe 殊 过 任意 小 的 次 德 夯 得 到 另 一 数 
值 为, 便 得 跨 旋 不 同 十 将 上 的 双 。 双 有 Fa fg)， 敬 加 = 加 二 向 。 
和 前 面 一 样 , 过 方 陈 下 也 祝 篇 解析 醒 数 (CZ) 的 青 曙 黑 。 因 此 当 f(z) 


- 特 称 数 科 大 姥 本 数 了 (>) 的 不 同 解 析 元 素 暑 , 央 此 了 也 袖 居 解析 机 数 
大 2 的 而 要 方 承 。 


0 高 等 数 学 才 王 


我 们 不 涩 和 怖 在 各 更 更 玉 杂 求解 析 以 上 所 诡 的 多 值 解析 丽 数 的 特 以 

了 。 下 而 址 在 一 个 最 简章 的 特别 稿 形 。 山 
不 = SS-1， 
其 中 心 篇 固定 的 太 陈 ,其 行列 式 不 筹 息 雾 ， 又 请 和 互 不 相同 。 叉 坑 间 
王位 艇 区 域 6 站 之 中 ,本 数 了 ) 在 遂 原 城中 由 极 烧 (6) 所 定 诸 。 现 宪 
舌 考 陈 互 恢 照 下 面 的 规则 连 祥 构 动 : 朗 髓 SS 固定 ,让 各 荐 入 如 此 四 熏 ， 
梧 得 他 们 常 篇 互 不 指 间 , 生 不 等 於 男 著 了 C2) 的 奇 黑 由 ,但 是 最 熏 天 家 都 
赵 藤 同一 极限 值 ,不 滔 鞍 些 ho 是 在 Fe) 的 散 虹 咎 面 吾 的 不 同 各 汪 
上 的 。 乱 简单 计 , 息 琶 在 任 二 生 . 上 的 同一 点 je 面 鼓 了 C2) 的 值 常 不 相同 ， 
取 述 限时 得 一 广陵 
To= SN, hos ots Mo] -1 

由 [lI, 44] 知 在 区 域 (87) 中 定 获 的 阔 数 的 值 答 
《74) SL FM), Ca 7 FOYTS 1, 
所 以 问题 就 鳞 到 誉 号 因 定时 兴 和 中 的 解析 延 拓 了 。 疆 名 在 .上面 所 如 的 
情形 , 画 数 闪 到 有 一 定 的 弘 限 值 ， 
《75) - ST, pa 人 -1 
其 中 心事 示 在 ju 所 赵 的 那 一 此 牧 曼 曲面 上 余 本 画 数 疙 ?由 的 值 。 注 
音 : 最 德 的 桔 果 ( 75) 先 离 廊 阵 有 的 园 取 。 因 乱 沼 宇 z 关 上 旱 内 为 bu， 所 以 
古 阵 祠 的 元 素 委 艇 怎 楼 略 略 插 藤 一 下 的 栈 幅 , (75) 的 值 也 必定 有 继 责 。 
面 定 态 阵 态 外 固定 为 障 并 在 解析 延 拓 中 玖 翻 时 的 规律 。 渤 睹 在 坷 办 
点 一 也 男 散 了 <) 有 一 定 的 极限 伟 。 收 3 的 元 素 稍 稍 娄 动 时 面 数 
FE 的 标 限 值 也 网 过 。 由 此 可 知 狠 数 (29) 不 能 被 解 析 延 拓 通 荆 一 马 
还 点 。 落 御 奇 要 对 当 然 炙 的 引 到 还 各 来 的 解析 延 折 的 道路 。 一 般 可 机， 
冀 头 鸭 需 多 值 时 ,如 上 所 定义 的 赦 瑟 的 奇 届 点 同时 也 .是 籍 肋 施 咖 栏 
笑 胃 数 (29) 的 解析 延 拓 的 癌 要 点 ,其 得 浆 然 。 换 攻 之 , 夭 助 让 站 而 厅 期 
股 到 式 的 解析 延 村 和 闲 助 於 2 个 释 数 (29) 的 解析 延 折 相抵。 所 以 迁 
时 解析 延 折 的 奇 里 方 阵 次 两 钉 ， 一 种 是 方 陈 的 特 徽 数 中 含有 让 的 关 


第 四 从 ” 字 岁数 国 琢 者 方 降 西 笋 81 
黑 踊 者 , 一 稳 是 方 障 的 相同 将 微 数位 加 丽 数 了 四 的 不 同 药 光明 曲面 上 


潜 。 

32 多 仿 闭 杀 的 蜀 耶 ” 按 岂 村 , 方 障 三 的 对 数 
是 方程 
CTY 67 二 到 
的 舒 。 今 中 方 了 帆 了 夺 香 重 和 和 妾 因子 
C73) 于 = 3 Ci Nyy re nS I, 
切中 这 有 有 一 个 Xx 每 蕉 堆 。 易 几 若 性 
人 的 Y=S8[ILe AL LE XN ry Dg NaI!, 
出 号 了 基 太 机 中 站 的 衣 。 

咎 际 上 ,如 我 们 所 已 知 : 

OY SF LeU, TSA ey ELEAn SI SA Mas rs hal3l, 

即 广 时 个 部 江 是 方程 (77)。 人 让 四 或 中 L8 hy 的 证 可 访 仔 总 取 ， 计 知 
{80) Y=SL lg »4|2r ri , lg Xn Br til, 


其 由 培 bp 党 关东 揭 教 的 竺 值 ,好 
— TAIB NECE, 

吕 fk 避 尾 总 的 瑞 烧 。 

《30) 式 中 工 的 多 秆 性 让 立 一 起因 。 第 一 是 出 於 rs 可 屋 寿 局 置 取 , 甫 二 是 党 (78} 式 中 的 
五 四 定时 方 陈 8 伤 有 有 栖 当 的 任 溃 性 。 若 党 N= 和 肚 稍 育 关 =2， 划 对 莉 的 LE 芋 的 壮 十 
称 常 正 刚 的 。 现 在 笨 明 对 熬 的 正则 四 可 由 整数 ri 党 全 决定 , 而 费 方 耻 5 的 取 法 括 贿 ， 咎 方 
险 互 有 互 不 相同 的 圣 俭 航 内 ,pas 二) 妈 入 ; 各; 7 基 (80) 起 由 圭 确 的 末 获 。 做 一 
策 实 星 不 高 臣 半 -1 的 勒 述 副 寺 播 优 密 项 汶 ， 合 节 足 贸 件 ; 

下 (et 一 这 上 十 2 red o (1, 9 从 
由 台 入 式 在 
PAXY= SLP Ds "rs PMIS-! 

或 P(X) = iy nar 31 
郎 P(T) 王 王 ， 计 此 立交 可 知 双 数 的 乱 典 方 囊 3 的 取 法 拓 时 ,了 网 圳 在 做 多 硕 式 已 { 丰 ) 蛙 方 是 
芝 先 他 是 企 瘟 的 ,多 杰 请 星 (73) 式 就 行 了 。 


梧 且 革 略 关 已 公 趟 得: 
3D Rd END EN) 
™ 全 人 一 Ta， 


担 训 所 有 的 等 沿 数 趴 互 灰 相 同 。 利 用 温 公 趟 可 以 性 困 任 一方 障 ,就 对 他 的 特 各 数 中 有 一 全 竺 
于 堆 疝 ,好 基 柄 驹 TE 玉 的 奇 器 三 障 。 


站 高 等 束 学 载 ， 程 


今 总 方 康 了 不 能 类 示 妨 (78) 的 形式 ， 朗 有 重 剖 航 初等 因子 。 利 用 [88] 申 的 甘 果 可 以 诅 
胃 如 果 万 的 补 等 因子 是 


Ce2) Ds em, 
局 故 程 位 站 的 解 Lg 家 的 利和 畦 因子 大 
(88} 1 一 了 宫 和 Jp (A 一 LAPno 


如 果 老 相同 的 和 7 取 辑 同 的 值 Lg 则 对 隘 的 Lg 并 的 管 称 生 正则 。 我 情 演 可 以 同 明 
(81) 涉 种 通 解 析 址 横生 可 内 而 且 屠 能 得 到 1g 的 全 苑 正 财 什 。 

更 让 看 一 个 涯 束 的 非 王 时 值 的 基 简 党 的 例 季 。 语 取 方 秆 芋 圳 一 憾 2 就 是 襄 , 蔷 是 个 
具 和 内 元 束 的 兰 角 入 方 务 ,三 可 以 党 成 直面 的 形式 : 

oA A DI HMI TT, 
基 申 沪 是 任 造 的 行列 式 不 等 蕉 等 的 广 耻 。 国 六 一 类 ?x 我 们 得 到 
LgX=S lgA+ann i lg 2 1 作 六 -全 本 mu 人 司 - 

自 Ig X=8[lgNs, lBEN, mm, IB NS-1+S [ea rt, D7rg Ey + , Er 人] 8-1, 
或 如 Te =e it2y 3 ry ry -ey Th] Oto 

如 果 诗 雪 ry 不 懂 幅 同 、 则 .上 式 布 放 第 二 项 的 入 现 上 与 的 玩 皮 有 了 痕 , 而 六 的 园 肥 由 是 完 爹 
任意 的 。 

了 上面 我 们 春 到 党 互 具 (7) 江 的 形式 时 ， 公式 位 中 入 示 方 程 0 站 的 解 。 可 越 星 由 得 时 三 
鸟 介 站 的 所 有 的 解 部 可 由 公式 (079) 得 到 (3 取 所 有 可 能 的 取 法 }。 

畦 大 一 范 阵 的 平方 帆 

， Y=X4 

他 是 方 稳 

(B84) 了 2 到 
的 月 。 竖 立 在 日 守 方 征 的 革 一 痢 球 由 时 ,利多 秆 黄 此 的 一 支 可 以 用 下 桓 的 乱 概 数 来 豆 杀 : 


lrl 
均一 上 
(25) Y= [I (XD GD 了 pz, 


划 采 广陵 芝 的 特 答 驮 都 不 相同 , 旭 咱 丐 烤 可 萝 者 鲁 排 斯 居 双 式 改 高 从 : 


9 
如 请 畦 舌 候 识 方 嫩 是 二 陛 的 。 识 工 其 形 丰 : 
吕 一 [id Sa。 (4 和 ja 过 中 
局 性 方 程 (8 力 的 解 符 
(87) SLtwa 十 wj 
其 中 棚 烧 可 孙 正 值 或 矢 值 。 


馈 四 直 ” 步 继 获 责 数 利 方 了 沙 数 皖 


we 


森 公 式 人 8) 一样, 化 号 取 到 折 有 可 能 前 取 法 时 由 :37) 式 可 内 往 到 方程 全 全 的 所 有 的 解 。 
车 黑 我 们 在 公式 (8 站 中 族 取 正则 人 入， 好 党 hn 和 ja 相等 时 全 数 也 醒 取 相同 的 符 牙 , 表 素 
用 灶 数 的 情形 一 内 ,可 以 说明 ,公式 (87) 所 洪 定 的 解 和 横 数 有 本 ,但 和 量 的 恶 取 禾 盟 。 

一 般 , 芝 局 二 ja 时 公式 (37) 执 定 方 竹 介 4 的 网 全 不 相同 的 解 。 邻 识 a= 知 。 香 时 

天 一 自信 “一 和 1, 

其 中 避 基 行列 式 不 等 礁 呈 的 任意 的 方 随 。 

包公 式 (87) 有 

XI BLE Tel- 

漆 . 上 式 中 黎 数 联 相 辣 的 次 , 划 得 
(88) 、 I 上 wv 和 I， 

吏 在 再 看 模 获 到 不 同 谓 的 情形 。 上 六 时 
(89) EIAs, -19-1, 
或 
(90) X15- 
其 由 号 是 行列 式 东 等 让 零 的 证 次 的 方 际 。 写 出 方 隙 晤 和 避 1 的 眉 天 式 ? 

8 县 下 | sa -各 坟 生 信 -2 - 委 全 直 

其 让 


D=DO = | =m etn 
全 或 (89) 可 内政 帘 各 下 : 


去 _ 3D _ | a 一 Bu 
Xi | 汪汪 | Li, ]| —anm #nm|, 


或 


91) 筷 和 han a sso) 二 | tl 一 (em) lL 本 


和 过 婴 , 我 们 看 到 ,东方 机 玉 有 狼 取 学 个 散 亿 , 因 需 其 中 所 全 方 阵 5 的 元 沼 ip 是 相公 任 
意 的 。 
若 工 毅 币 等 因子 竺 (8) 中 各 项 , 则 2 的 和 特 因 子 符 
NM 
肥 潜 党 六 下 相间 数 亿 时 又 亦 取 相同 数 征 , 则 所 稳 太 ? 的 值 帮 需 下 划 。 
公式 (861 炸 通 解 村 延 本 牧 坟 得 型 了 区 所 有 正则 值 。 但 竺 所 贞 读 数 At 琶 一 息 澡 ， 
关口 z=0 是 卫 糙 ~ < 的 薄 取 Ra 


93， 何 数 坑 常 致 的 多 性 方程 组 ” 裕 有 公 数 篇 常 数 的 儿 性 微 作 方 程 
组 ; 


Es 高 机 数 局 科 程 


T= 0 和 二 0 二 
《95 a 
Vl 
等 中 各 是 自如 数 上 的 画 数 ,中 是 必 的 渤 数 。 
假设 所 求 芳 夯 明 (ziy ra wn) 是 某 一 癌 量 


Tp1y Voy yg Eh 
的 三 量 。 因 稚 讲 是 :的 醒 数 ， 我 们 定 六 向 量 z 半 蕉 1 的 通 乱 一 二 
也 (Wi， 5， -… 0 外 往 吉 最 的 向 量 : 


一 > 


dr 
Es 53 en)o 


楼 性 诺 ee 所 成 的 方 阵 篇 4， 由 是 方程 粗 人 9 区 可 以 改 请 各 ; 


Ip 本 
假 裔 各 方程 的 解 满 足 材 姥 民 件 : 
(9 oo 区 1, 2 0 


还 些 路" 杰 成 某 一 向 晤 ,认错 
Lov, eo 


虹 具 在 初 姑 做 件 (94) 之 下 (83) 的 艇 篇 : 


-+ fr 
《895 和 (上 -人 二 与 + 和， 
或 可 和 浊 方 隙 
nT 
rr +t art 
(9 记 式 可 以 完 碾 
(86, 六 一 4 


上 , 包 “053 式 有 


家 = 
本 加 


莫 相 更 ”守土 获 面 散 利 方 拖 栈 数 


一 一 


调 於 + 微分 得 : 


. 。 a 
A 31 A Le 


Ot 
到 s 
T E 1 + 
一 = 1 i 一 -- 一- 3 
或 守 一 A + 二 A+ 个， 


绒 (95) 上 比较, 得 : 


除 此 以 外， 宁 站 修 件 (94) 蜂 然 也 满足 ， 因 震 澡 410 时 (9 的 式 省 新 
我 们 z| to0 = 区) 

- ” 详 用 方 潭 表示 法 我 们 也 可 以 将 方程 组 (92) 改 写 夏 另外 的 形式 。 首 
先 开 妥 友 随 的 微分 的 基本 规则 。 假 靛 方 际 三 的 元 素 都 是 自 郊 数 t 的 夯 
数 。 完 康 7_ 般 一 方 陆 , 他 的 元 素 是 由 怀 的 元 王 顶 放 {微分 而 得 , 他 
{III1s 94 


{ 罕 ,= A ” 


出 此 定义 立 齐 可 得 方 陆 的 和 的 微分 规 姑 : 的 车 芯 和 了 沉 十 方 障 ， 
鞭 元 素 此 篇 1 的 国 数 ,天 


dR) _ dX AY 
(97) 证 Ta de 
瑰 此 相仿 可 啼 秆 的 微分 公式 十: 
do sy a dr 
(98) 天 人 一 人 了 和 ， 


生意 一般 在 (人 98 我 中国 子 的 先 负 区 序 不 能 尾 意 更 动 。 宕 际 上 ,由 万 阵 
乘 头 的 定 凌 有 : 

XY}a= BS {a{F}m 
从 而 


全 高 村 帮 屋 数 程 


A 


df 
dt 名 


二 1 


iy | ss 一 dt{ Yo} 
(Ft SE, 
筷 此 立 冯 得 到 (98) 式 。 刘 公式 可 已 推 广汉 任意 区 个 因子 相 寺 的 时 做 去 。 
例如 半 三 侦 因 子 的 乘积 有 : 
区 加 UF 
《99) XY = 2+ XY 


现在 再 引进 复方 隆 的 微分 公式 。 很 踊 万 陆 的 行列 式 不 笑 於 璧 ， 
由 是 得 方 降 了 -1 存在 , 旦 满足 


2 


旦 于 -1 一 工 。 
病 英 上 微分 还 慑 等 式 , 得 : 
dK ptt KK :1 _ 
At 全 
内 此 分 待 迁 方 阵 的 微分 公式 : 
dR MR 
C100) 3 


现在 回 简 方程 粗 (92) 来 。 我 们 看 全 方 哥 组 的 % 诅 解 。 他 佣 显 然 榜 
成 一 个 含有 2 个 画 烧 的 正方 枚 : 
| 局 1 人 ztt}, 本 dnf 下 1 


C101) m1, vs), , 200) 


zy, za 人 的 | 

我 们 规定 每 一 画 数 中 的 第 一 个 足 号 表示 过 画 数 在 他 所 层 的 那 一 组 
中 的 次 第 ,第 二 个 是 吻 表示 他 所 居 的 于 一 组 的 京 第。 樟 如 zas( 囊 示 第 
三 组 解 中 的 第 二 个 从 数 wa。 和 天 襟 我 人 就 有 ， 


LE) go nt) + (的 【全 R=1, 2, ny 


从 而 方程 组 (9 幼 就 可 改 以 方 体 形式 表示 和 需 ; 


C092) 0 一 4X， 
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汇 申 所 邹 方 证 (101) 。 训 住 在 遭 种 写法 之 下 ， 方 律 工 输 了 方程 组 (93) 
的 % 粗 解 , 互 中 每 一 行 的 元 崇 玫 示 方 程 组 (98) 的 一 组 解 。 对 时 审 始 修 
储 是 方 律 对 党 1=0 时 所 麻 满 足 的 条件, 设 篇 | 
《108) 至 |:20==- 芝 (0)， 
其 中 斑 个 是 个 以 常数 乱 元 来 的 任意 已 输 方 律 。 如 前 可 诅 在 初始 修 件 
《193) 之 下 方程 组 (10 多 的 解 需 
C104) 二 es 

现在 假发 瑟 避 的 行列 式 不 笑 苇 需 ， 我 们 和 要 症 明 儿 让 所 有 的 + 矶 律 
于 的 行列 式 也 不 等 放 雷 。 由 有 公式 《da04) 看 出 , 需 此 卧 须 芋 明 方 律 o 的 
行列 式 不 等 秀才 朗 可 , 因 偶 雨 方 阵 之 苦 的 行 型 式 等 蕉 两 方 障 的 行列 式 
之 积 。 

一 般 我 们 容易 屋 明 方 律 的 指数 画 若 拼 的 行列 式 常 不 秘 攻 寺 。 实 
际 上 , 与 方 律 


YY | FY* PF" 
Fo— 一 a 一 村 
《105) er 二 了 十 本 十 柯 十 :十 A 十 
向 时 可 作 方 陈 
各 yy 了 | PF? Ys 
1038) [a "=r Dt 


将 以 上 证 级 数 相 乘 时 我 们 于 遇 到 数字 和 同一 方 阵 了 的 吾 和 办 , 部 
所 有 的 因子 都 是 可 以 互相 交换 次 序 的 。 因 此 我 们 下 得 到 荡 雨 仙 方 障 级 
数 的 乘 入 暑 可 以 把 了 和 多 数 z 同 样 看 待 。 但 由 恒等式 ee-*=1 可 知 
(105) 让 和 (106) 式 的 厂 潍 铺 般 灿 相 乘 之 稿 需 蜡 位 方 阵 , 因此 得 到 下 面 
的 恒等式 : 
erie 了 一 上 

脖 式 对 黄 任 一 鼎 陈 了 划 成 立 。 由 叶酸 等 式 可 知 方 陈 e 了 是 好 的 复方 
律 , 镑 而 方便 er 的 行 刘 式 必 不 等 供需 。 注 意 : 车 了 和 名 是 请 属 不 可 交 
者 的 不 同方 缮 ,出 一 般 er eeY+t。 


8 高 竺 数 而 歼 各 


一 一 


由 (104) 式 和 网 才 笑 明 的 方 障 指数 画 数 的 性 丑 可 知 涡 工人 的 行列 
式 不 等 礁 适时 , 方 阵 互 的 行列 式 泽 於 所 有 的 上 党 不 笑 放 雪 。 东 时 方便 
也 决定 (102) 的 % 租 狗 性 狂 立 的 解 。 下 面 要 栓 明 ;如 果 方 短 子 决定 (102) 
的 nn 租 解 ,出 了 可 寿 下 式 以 革 求 表示 : 
C07) Y= 及 B， 
其 中 是 个 以 常数 坊 元 案 的 方 障 。(107) 式 衣 明 方程 组 (102) 的 任何 一 
组 解 常 可 医 x 组 穆 性 独立 的 解 解 性 地 表示 出 麻 。 要 本 朋 (107) 式 首先 
注意 工 也 认 满 足 (102) 式 , 序 


(108) AY, 


及 晶 知 方 了 幅 五 的 行列 式 不 等 从 辟 , 歼 迹 方 障 五-! 存在 。 由 雍 方 隙 
的 微 秀 规 则 得 : 


Fr 


四 并 也 请 足 [102) 式 , 故 


(109) 4 XATE-1 X14, 


双 由 次 闹 的 全 分 规则 有 : 
二 (CRIFTY= SE y+ E10. 


EE a 


Yl, 


由 C108) 和 C10 引得 : 
FE) XAYT+XAY, 
d v 人 -1 
th (XY) -0 
由 素 知 尊 彝 策 也 m1 了 是 一 候 方 障 B, 其 元 素 和 做 关 ,《 坎 站 式 途 
得 嫩 明 。 


94. 闪 个 方 障 的 醒 数 ”现在 议 一 点 并 礁 克 侦 方 障 的 藩 数 的 基本 松 
您 和 掌 衬 。 田 藤 点 阵 的 不 可 袍 换 性 ， 绒 个 构 鼎 荫 的 画 数 的 理 若 可 较 一 
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侨 撤 方 阵 的 丁 烧 的 理 福 篇 筑 复 ,因此 我 倍 现在 颖 于 一 些 最 莫 本 的 率 古 。 
站 和 涝 多 项 式 角 始 。 坝 个 方 际 的 一 般 二 次 次 次 式 篇 
EIENTI Ta RT 
1 个 才 障 的 二 立交 次 多 项 式 需 


I 
2 i 
Fl 


其 中 足 咏 主 和 六 各 自 独 立地 跑 巡 欠 工 到 了 的 所 有 正 整 散 。 
; 个 方 阵 的 各 次 蛮 次 多 项 式 的 一 般 形式 种 : 


(C110) i 


如 前 gj…j 是 数字 傈 数 ,又 尾 一 思 都 跑 过 欠 工 到 1 的 所 有 正 整 数 。 
因此 在 (110) 式 中 一 共 包 含 人? 项。 现在 看 一 个 特别 情形 ; 邹 沼 所 有 的 
Grn 都 钳 巩 工 的 屋 形 : 

(111) p> 


i 
易 见 碟 式 中 的 和 可 以 表示 人 需 销 方 阵 已 ,的 和 的 深 需 : 
(119) CE 立 加 。 
例如 
Ct Xe) B+ RR) = XE N+ RR 
虱 在 考察 了 个 方便 的 幕 级 数 。 泛 逢 负数 的 形式 如 下 ” 


bed 上 
(118Y- Co 十 2 Dino 


并 贡 革 和 古 极 散 的 放 仇 乌 的 洋 帮 研究 速 较 一 个 方 蜡 的 于 缀 散 降 得 
检 , 现 在 我 代 路 性 明 设 数 (L137 仿 粘 针 放 艇 的 一 屋 充 分 杀 件 。 和 一 儒 方 
委 的 级 名 一 样 , 当 航 散 | 
(114) [ol + ES le | Xa 


放 仇 时 斩 数 (tl3) 称 入 范 汉 收 佑 ， 此 里 才 数 《1 有 的 和 陵 各 项 的 顺序 天 


An 高 等 数 坚 教 程 


开 。 加 定 正 整 烧 mw 记 0 篇 |0.win | 的 最 天 值 , 印 


(1 [a | Ca, 
做 一 个 普通 组 变数 的 户 散 
Cle6y am, 


裔 其 腕 族 宇 德 党 1p, 汪 训 x 是 方 陆 的 阶 散 。 在 和 锯 数 居 1 人 中 所 有 的 颂 
其 ,9 | 都 以 a 代替 , 刚 得 规 数 


lat Ba DX,l, 
鼻 级 数 蜂 然 可 以 改 罕 知 : 
C117) laol 二 区 oR + Dm 


艇 数 (117) 可 说 答 方 障 
Z=| 六 | 十 … 车 1:| 
的 答 服 数 。 因 释 十 C116) 的 收 就 年 径 等 於 rp, 疏 知 [86] 略 数 (1 六 管 
(118) 1 到 :1 十 十 | 了 | < 
时 沪 收 航 。 此 时 节 铭 (11 少 自然 也 收获 。 习 得 
定理 起 正 烧 04" 由 条件 C1 辐 决 害 ; 丸 航 争 C116) 的 收 侣 年 径 党 
pp 出 训 修 件 (L116) 请 是 且 般 玫 忆 13) 亲 到 收 全 
特别 党 级 炸 (116) 的 政 租 牛 径 笑 其 匹 限 大 时 稻 娄 (113) 对 蛋 任 音 的 
2 常 篇 共 济 收 襄 。 
:大 : 由 收 宫 裔 谣 (113) 所 决定 的 画 散 了 (了 ,，… 于 ) 显然 满足 下 
曾 的 贿 保 : 
JSARTSTT -or, STH-D = IFTRI, * RD ET!, 
其 中 仿 其 枉 一 行 齐 式 不 符 藤 全 的 方 障 。 我 们 前 面 早 知道 一 个 方 障 的 骨 
析 画 数 也 有 吐 此 完 公 相似 的 性 质 。 
最 德 再 融 一 税 元 个 方 障 的 知 绥 数 的 叭 一 性 定理 , 滥 定 理 和 一 个 方 
阵 的 情形 不 同 , 坊 明 从 略 。 定 理 是 还 样 :如 时 等 式 
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| 轩 ! 
oT 1 p> bn im 


加 三 Ef jm 二 m= j,° 
汶 礁 所 有 任何 陆 的 和 零 方 在 相 党 俐 近 的 广陵 


人 1 这 
第 常 成 六 ,出 如 = oy Bm 二 Oj.jm 0 
车 在 还 定理 中 除去 任何 陵 数 的 要 求 , 则 定理 不 一 定 艳 袍 。 竺 别 ,我 
网 可 以 做 一 眉 傈 数 不 全 入 需 的 查 次 多 项 式 


£ 
YY em 
pm 


仙 痪 苍 某 一 定 隐 数 的 所 有 方 耳 及 是 懒 等 臣 雳 的 。 

方 阵 的 解析 丁 数 的 一 般 理论 及 其 对 认 粮 性 微分 方程 往 的 理论 的 导 
用 可 以 在 已 故 的 工 .A, 拉 起 一 巡 尼 列 夫 斯 基 约 落 作 中 找到 , 载 於 刘 宣 格 
勘 物理- 数 举 协会 的 亲 蒜 中。 A. 拉 坡 一 亲 尼 列 夫 斯 其 去 世 和 馈 滞 留 下 
的 全 部 材料 ,现在 已 经 在 科学 院 数 学 研究 所 苞 报 中 发 考 了。 
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95， 解 的 障 锋 数 展 形式 ”在 第 二 管 中 我 们 全 经 研究 浊 保 数 非常 数 
的 二 队 镶 性 伍 分 方程 以 及 近 类 方程 的 置 级 数 解 法 。 那 时 我 们 殉 指 出 某 
名 霉 极 数 可 以 在 形式 上 滴 足 我 们 的 徽 仙 方程 ,但 彻 没 有 洽 明 航 数 的 收 
艇 性 。 现 在 我 们 要 有 条 获 地 来 菩 和 研究 二 内 焰 性 微分 方程 ,其 你 数 篇 
看 榴 数 的 解析 夯 数 。 因 此 ,微分 方程 中 的 包装 数 也 假定 是 槛 攀 数 ,而 贸 
求 的 解 和 方程 的 傈 数 旭 是 运 定 部 的 解析 醒 数 。 

假牙 有 一 二 辽 粹 性 方程: 
1) wp g(a) w=0, 
其 中 w' 和 w" 是 所 来 的 而 烧 w 并 众 窗 狼 数 z 的 溢 吉 。 

义 稚 有 如 下 的 初始 修 促 : 
(2) wan Wee 

瑞 股 导数 pC 各 9(2) 是 略 1z 一 中 | 所 电 员 的 正则 丁 数 。 现 在 要 霜 
鸯 存在 得 图 内 的 一 个 正则 两 数 , 候 是 方程 (1 的 解 ,站 卫 议 足 休 件 (2)。 
引 迁 另 一 画 数 &= wy 可 将 方程 ( 工 ) 改 乱 臣 两 个 联 立 一 障 微 修 方程 妊 ; 

pg 人 玫 ~w。 

息 了 以 楼 书写 式 子 整 帝 起 昂 , 我 们 券 疹 有 击 眉 未 知 画 数 的 一 般 聊 

立 矿 性 方程 组 : 


(8) 总 一 LY WT DD! 2 一 CE)4 十 EC 


范 呈 要 矢 明 放 赔 立方 姐 租 有 在 图 ,z 一 az 所 于 内 篇 企 则 的 解 , 他 满足 性 
次 已 烙 的 初始 人 条件: 
C4) 好 | 一 Ci vl, 
但 须 假设 (3) 中 诗 公 圳 部 是 车 |z 一 | 二 于 内 部 的 正则 两 数 。 
和 需 此 , 我 个 又 要 请 用 第 二 答 中 已 经 用 过 的 滨 步 迫近 法 了 。 至 部 鞍 


碍 五 党 ”等 性 盘 牙 方程 EE 

明 的 过 程 息 是 和 和 嘟 误 完 全 一 柑 的 。 人 代替 野 立 三 程 粗 (9) 肌 审 始 修 件 (4 
洲 们 可 矢 方 程 丝 帝 丰 如下 的 芒 分 形式 ; 
CE) vc 二 [eC uw- ya dz; as 一 BT [eCOUACDYU 

改 以 到 代表 加 1z 一 加 | 三 鹿 , 其中 Ri 是 侦 牛 让 五 的 正 数 。 方 程 
的 北 保 喜 共 竹 圈 内 部 让 到 境 掉 如 上 上 的 下 友 面 散 , 因 此 网 立 不 等 式 : 
(B63 on) BDL < MH; (全 | 二 型 [Go 二 本 
站 中 下 是 侦 一 定 的 正 襄 。 诡 用 深 步 迫近 法 , 概 误 : 


(7 了) Voz) =; of 一 及 ， 
wnt =at f [olst Ba)v]l ds 

i 
van C2) = B+ | Colast dl)wlds 


在 上 式 每 -将 分 中 堆积 分 男 数 常 霹 z 的 正则 国 数 ,又 每 一 入 分 的 
到 值 篆 寞 图 基 内 部 的 积分 路 竹 无 于。 再 惟 % 需 一 正 数 , 由 正面 雨 不 入 
式 决定 : - 


(C9) lalgm; [Bi 和 mm。 
雹 简章 起 见 , 乌 铸 候 吉 2 一 0, 又 策 委 第 沿 答 0 到 z 的 在 术 。 此 时 
(10) t=pes; dz=erdpo 0& pk RD 


C8) 式 中 第 一 个 式 子 当 一 0 叶 仍 : 
ia 人 一 af tecdat bPler dp 
将 精 分 符 哦 下 每 项 以 其 楼 代 苗 ， 外 生 褒 用 (0) 光 和 (7) 式 ,各 和 


113) | oto | < 2Mmp » 
同 料 可 得 另 一 不 等 式 : . 
(ley AOEACIIRS aMmp 


【82 下 中 第 一 -条 式 子 闪 9= 工 际 乱 ; 
wea) at oC FB 


EE 元 等 数 学 数 各 
由 此 式 泪 去 双 遍 从 4 一 0 用 的 一 式 即 但 : 
OE AO MOE OL 


再 将 稿 分 符 散 下 每 一 项 节 共 模 代 蔡 , 堆 后 应 用 不 等 式 人 1 和 (1I97 
好 得 : 


[OC Cammf pe 
或 1at 2) —Y1(2) | < mM), 


辐 宰 可 得 另 一 不 等 式 : 


(3 二 


[ot (2)! 
汉 榜 条 秆 做 下 去 ,可 得 : 


2M 6p) 
ja — nt2) | < 人 


4 中 工 


[oD 0 | Cm er- 


册 是 立刻 可 知 在 图 |z 一 ;| 二 中 稻 表 


12) Wo Lut to] 十 Trat2) — wile)] te 
的 一 般 项 的 模 小 秀 正 数 
Epo 
“ntl 


但 基 玫 此 避 入 一 般 项 的 狠 数 是 收 分 的, 故 知 胡 数 侍 信 在 图 12 一 扣 | 一 总 
中 硬 对 旦 一 致 收效 。 划 稻 数 最 先 人 二 中 项 之 宫 恰 估 全 ( 护 故 知 WC2) 
在 图 |* 一 2 之 Bi 中 一 致 赵 向 一 西数 wt 罗 。 同 样 (2 亦 一 致 趋向 一 本 
分 wm。 由 妇 研 更 特 扩 斯 关 记 一 致 收 钱 级 数 的 定理 知道 遭 十 极 归 西 数 
也是 置 天 内 部 的 正 姑 面 数 。 回 到 公式 (8 ) 知道 第 一 式 中 的 实 积分 图 
数 一 致 地 趋向 极限 
or) wt by, 
但 基 如 [I, 夫人 中 所 已 知 ,一 致 收 铬 般 数 可 以 深 项 入 分 ,水 即 :一致 


部 五 剖 焰 性 币 芬 太 程 上 5 


妆 艇 丁 数 列 的 积分 取 杠 限 陵 可 咏 生 太 限 移 到 积分 符 瑟 豪 面 去 。 因 此 移 
《8) 中 南 式 阴极 限 ,可 知 醒 限 草 数 w 和 确 能 满足 万 稻 《5 )。 在 (5) 
中 轻 * 一 5 可 知 冯 和 7 也 满足 初 嫩 休 件 5 和) 。 以 路 45) 微 共 ,可 知 下 
和 1 俊 是 联 立 浪 程 C3) 的 和解 。 

回 到 注 徐 < 1), 我 个 知道 字 基 方程 租 ( 3) 的 特别 情形 。 因此 我 俏 
已 区 :在 图 |: 一 2 | 一 吾 的 内 部 任何 航 wo 广 中 心 的 他 中 存在 避 方 各 的 
解 ,满足 半 共 任 竟 的 wo 和 和 己 的 初始 休 件 (2)。 画 数 p(2D 和 (在 
国 |z 一 sj < 卫 内 部 可 以 民 骨 希 才 航向 

Pa) =00t sa) = 
岂 前 知 万 程 的 解 也 是 正则 画 散 ,所 以 也 应 总 可 以 展 中 篇 寡 稻 数 , 由 
(4 ) 式 知 展开 式 中 前 面 雨 柄 尿 散 等 放 和 癌 : 

《13) 吧 二 0 十 C1(z 一 20} 十 62 (2 一 各》 十" - 

每 萤 般 时 代 天 六 程 C1), zs 一 zw 的 上 所 有 不 闻 志 次 的 保 数 均 床 等 艇 
和 零 , 痢 榜 , 就 我们 在 [IT，45] 中 房 已 知 一 檬 :得 到 许多 方程 ; 

2 1 十 Go5 十 5oco 一 自 
3.203+2g0esT orc Thort+bico=0, 


由 乙 些 沪 程 可 以 逐步 的 决定 诺 傈 散 ww。 因此 ,首先 我 们 就 知道 ,所 求 的 
解 歼 可 能 有 一 人 慢 , 不 能 多 从 一 个 。 得 是 由 前 痢 的 区 明 ,我 们 也 知道 注 一 
个 姐 碎 裤 存 在 , 就 是 鹃 ,将 各 样 求 得 的 保 数 ee 代入 《18) 式 峙 般 数 在 周 
is 一 al 一 瑟 内 部 性 何 一 图 中 必 震 收 航 ,条 单 些 悦 , 即 你 数 在 图 |: 一 zj 二 吾 
的 内 部 站 人 黎 。 丁 此 我 们 竺 到 下 面 的 基本 定理 : 

定理 I， 著 方程 (的 保 是 知 同 |z 一 w| 所 有 中 的 正则 画 数 ,和 所 
佑 任意 常数 , 则 在 送 因 中 存在 三 程 (1) 的 唯一 的 解 ,文中 初始 候 件 (2)。 

答 oo 和 5 以 -一定 的 数值 ， 臣 们 可 雇 求 得 方程 的 十 个 解 内 和 和 wz， 
满足 下 面 的 初 寻 居 件 : 


ws r 一 
Te (ee, = B1 » 


4 页 各 数 学 教程 


wa | 一 -一 oj; 05 | sms, = Bs o 


洲 
(4) a1Bs—aaBi 0 
居 任 何在 图 |z 一 2o, 二 吾 中 篇 正 天 的 解 常 可 大 wi 和 ta 求 表示 : 
C15) 名 = 十 a 3 


实际 上 ,如 时 解 名 满 是 初始 做 件 (5 0 其 对 常 散 41 和 4 应 有 下 面 

的 联 立 方程 租 : 
Act Ada; 和 二 da 一 

由 (4) 式 知 -41 和 4 的 数值 可 由 上 一 方 经 隆 一 潜 定 。 忆 上 上 所 得 的 商 解 
”wr 和 2 捧 然 是 方程 (1) 的 十 个 互 镶 粮 性 独立 的 解 [1, 24j。 

注意 : 对 方程 粒 (3) 应 用 逐步 迫近 法 我 们 得 到 一 个 揪 帘 毅 数 (12)， 
他 淘 定 了 夯 数 %。 党 然 , 过 凶 数 站 非 者 凶 数 ,但 是 仙 在 图 |z 一 wo| 过 请 
申 的 一 致 收 襄 性 御 保 从 在 芒 贺 中 存在 正 蚌 的 ,可 展开 访 蜂 般 数 的 解 ， 
我 位 可 以 在 任 尝 的 区 域 中 做 出 醒 喜 wz) 和 极 数 《19) 来 ， 稀 要 方程 于 
C3 ) 的 保 数 是 著 区 城中 的 正 划 田 邯 。 如 前 可 评 在 直 区 域 中 角 训 (12) 以 
及 收 敏 贡 的 号 一 般 散 都 是 一 致 收 艇 , 落 且 泌 定 方程 租 ( 3 ) 在 着 区 域 
中 的 解 。 沽 些 均 妇 我 全 以 德 还 有 研究 的 时 链 。 

98， 组 的 鲜 访 姓 和 后 ”现在 假 识 方 程 ( 1) 的 保 燥 p(z) 和 gq (z) 是 
德 购 数 平面 上 匠 域 8 中 的 正则 图 其。 取 迁 沪 程 的 一 个 解 米 ; 假 瞪 在 B 
内 部 加 省 点 它 满足 一 定 的 初始 条件 (2 )。 和 由 上 向 的 多 大 知道 在 一 个 以 
% 篇 中 心 而 全 部 位 秀 如 内 部 的 图 中 时 和 解 可 以 用 收 售 的 咽 航 就 来 稚 示 
(但 亦 可 能 在 一 个 更 天 的 轩 中 )。 溃 般 数 共有 (13) 式 的 形式 。 邻 在 妈 报 
台 的 收 敏 国内 部 另 取 一 哑 . ma 再 将 肯 数 改 优 0z 一 z2) 的 医 屋 于， 如 我 们 
专 持 伍 一 个 西数 防身 折 延 拓 哇 一 样 的 因 法 。 浊 柑 ,我 他 就 答 到 号 一 好 
束 
(C18) PA o 

在 般 数 (13) 的 站 北国 各 航 惑 (1 的 效 钊 加 的 去 其 部 分 喜 , 圾 数 (16) 


问 五 章 于 注 微 基 方 各 业 
的 和 凑 焉 凤 全 间 。 因 此 在 落 公 共 部 分 中 级 豆 们 的 的 和 态 拉 是 方程 (17 
的 解闷 是 避 , 以 w= fz) 代入 方程 (1) 的 左 洲 时 , 常 售 亿 在 裔 数 (16) 
抵 站 仇 贺 的 一 部 分 中 等 於 惟 。 但 是 由 解析 延 折 的 葵 座 原理, 全 就 旋 在 
改 斤 加 和 了 的 公共 部 分 中 砍 克 等 旋 需 。 所 已 表 数 516) 世 是 方 称 ( 二 的 
解 。 深 解 由 他 在 2 种 串 所 满足 的 初 站 人 朵 件 
一 也 | es) 一 人 | srs, 

完全 沁 定 ,其 中 心 是 由 始 圾 数 人 8) 所 定 六 的 。 

由 上 全 已 苹 明 的 定理 可 知 : 震 外 2 和 红 纪 在 区 域 于 中 乱 正 则 : 那 
末 般 数 (16) 在 一 个 及 = 震中 心 而 至 部 层 於 BB 航 加 中 必 货 站 数 。 因 此 
我 全 得 涧 下 面 药 定 理 ; 

宕 再 II， 车 坦 各 人 的 傈 数 和 20 和 后卫 B 中 的 到 则 个 数 ， 


TT 


A 让 岂 下 ons 


被 解 白 延 拔 出 去 ;由 角 竹 经 声 所 得 到 的 仍 是 放权 ( 1 的 各 

尖 礁 二 定理 有 八 点 重要 的 补 这 : 营 BB 篇 尝 通 区 域 时 由 解析 廷 拓 的 
基本 性 质 知 沁 在 区域 中 篇 军 值 还 刷 面 数 [18] , 这 军人 秆 正则 责 表 是 方 
程 (1) 的 解 。 当 8B 篇 履 通 著 域 时 ,一 般 , ww 论 菲 B 中 的 畦 人 禾 丽 数 。 

若 岂 条 ss 基态 缀 4) 的 责 蛋 解 , 则 有 下 画 的 公式 [IT， 241; 
C17) LN Cefn 


Gz a i 

其 中 局 篇 一 常 喜 。 荐 00, 上 则 上 式 左 泪 在 解析 延 拓 的 届 程 中 常 不 等 
供 民 , 故 知 物性 猫 立 的 解 镭 通 解 析 延 本 和 钱 仍 篇 入 性 独立 : 令 仁 公式 (1) 
由 责 个 粹 性 独立 解 的 解析 媳 拓 就 可 得 到 性 一 解 的 解析 延 拓 。 

例如 , 苇 傈 数 PC2》 和 的 纪 是 有 理 画 数 , 则 三 稳 的 尾 一 解 常 襄 沼 下 
面 上 任 一 不 仅 通 2 和 氏 人 的 稳 呈 的 路 棕 被 解析 延 拓 出去。 

87， 奇 典 点 交 券 刺 瑞 在 禾 究 方程 (41) 的 解 在 侨 名 pC(2) 和 9(2) 
揭 奇 回 中 半 城中 的 行 移 。， 假 表 :一 加 是 傈 数 所 2 和 g(20 的 酸 潮 或 本 
性 奇 办 点 ; 因 在 志 zo 篇 中 心 ， 由宇 荆 等 放 堆 的 某 一 瑟 狐 中 过 雨 傈 数 


昌 油 等 数 巡 诅 程 
可 展开 需 跨 朗 级 数 : 
(18) p= Eales0)’, 


#2 = 三 pe 一 xm [| 
方程 C1) 的 全 一 解 可 以 在 下 的 内 部 以 任意 方法 竹 解 析 疆 拓 , 但 党 
议 过 :一 2 一 过 逢 于 解 刀 的 数值 可 能 已 经 变 道 ,就 是 注 , 一 般 而 荐 , 2 一 加 
是 也 的 支 凤 。 现 在 我 从 更 话 和 地 率 研 究 革 种 支 些 的 特性 。 到 方程 的 任 
音 征 和合 阁 性 独立 的 解 Ww 和 zs 。 车 笠 组 的 中 心 沿 尾 一 牢 径 引 一 秆 棕 ， 
则 得 一 晶 通 区 城 , 解 媚 和 ws 在 和 运 军 通 总 域 中 篇 单 秆 正 旭 ,但 在 抠 络 的 
十 岩 他 们 涂 取 不 同 的 数值 。 换 阁 之 ,入 注 :二 如一 - 抽 以 知 , 机 数 wi 和 us 
活 锥 成 男 二 男 甫 wt 和 对 。 过 证 面 数 仍 麻 是 方程 的 解 , 因 死 他 俩 必 可 
发 示 篇 ww 和 wa 的 插 性 担 台 , 故 得 下 而 二 式 : 


er 十 夯 ] 呈 2 
(19) : 1 412 132285 


其 中 sn 是 常 粗 。 找 咱 之 , 缠 巡 奇 办 吕 一 授 合 之 性 往 立 的 二 解释 通 一 次 
原 性 多 换 。 易 见 
(20) L11099 一 此 2031 天 科 。 

裤 本 上 ,车 有 miss 一 oaaai=0， 刚 2 和 wz 泛 莽 一 个 常数 因子 ， 
故 必 非 和 线性 独立 ,但 于 是 不 可 能 的 , 因 乱 我 合 昨 已 知道 生性 独立 的 解 径 
允 解 析 延 扫 熏 仍 否 得 到 垦 性 独立 的 解 。 称 性 欧 换 (1 当然 村 让 41 和 和 
wa 的 还 取 。 

现在 要 找 过 重 解 ,他 矿 过 奇 回 内 一 胃 德 其 结果 不是 滋 上 -一 侦 常 数 ， 
就 基 说 ,他 所 受到 的 物性 构筑 有 最 简 蜡 的 形状 : 
(21) 名 1 hed 

和 还 年 解 ,如 果 个 在 的 凋 , 麻 该 是 wi 利 I ws 的 车 性 和 组合: 

w= bi1wit hss, 


绵 们 现在 要 求 出 你 葡 及 各 姻 。 由 (31) 式 兢 有 : 


2 光一 全 21201 十 和 az3033 


可 五 写 糠 性 黎 丑 太 各 得 


bt TF Boot = NCD + ba twe) 
以 (1 的 两 式 代 天上 式 ,得 : 
bit 8 + is Wa) balesl Wi oa Wg) = MBI 101 + ba tog) o 

因 吉 和 ws 是 物性 独 开 ,比较 等 式 闲 浊 wt 和 2 的 祭 圳 ,我 们 得 到 

关 骸 国 和 加 的 一 租 窒 次 方程 : 
B11 hb mlbs =0, 

(22) 六 十 @ 一 2)aa 一 0。 

取得 到 不 恒 等 施 过 的 解 ,220 式 的 行列 式 必 须要 竺 花 需 : 


LT 一 名 gl 


(08) 一 日。 


| 1 从 g2 一 办 

通 是 % 的 二 次 方程 。 取 各 方 息 的 一 根 和 = 入 代 天 (人 2 的 式 求 出 下 和 
pz， 饥 竺 方程 (1 ) 的 一 个 非 霸 的 解 ， 演 样 ,方程 (23) 的 棋 就 是 2 二 9 式 
中 因子 的 可 能 值 ,就 是 说 , 假 各 六 程 ( 1) 的 解 以 正方 向 炎 通 青 与 踏 zo 
一 通 馈 其 结果 素 是 生 上 一 偶 常 数 因 子 ,出 汪 策 散 因 子 必 篇 二 次 方程 (23) 
的 根 。 如 果 我 们 改 和 从 另外 一 尘 稼 性 独立 的 解 出 发 , 那 末 条 性 攀 换 (19) 
当然 也 要 多 罗 ,但 方程 (23) 的 根 宦 不 麻 改 费 , 因 篇 他 人 具有 如 上 甩 进 的 - 
完全 确定 的 童装 ;和夫 本 解 种 与 如 的 加 取 扰 关 。 

更 在 我 从 先 看 二 次 方程 (23) 有 十 鼻 不 同 的 要 

一 hi A = hs 

的 情形 。 滥 上 时 我 们 得 到 方程 (1 ) 的 十 个 解 ,满足 怪人 忻 : 
{24) 二 和 1 1 开赴 一 让 TE -= 

避 十 个 解 厅 篇 妹 性 独立 。 实 障 上 ,如 非 各 性 独立 ， 则 一 全 ， 必 篇 蜗 数 
值 ， 寅 汉 奇 民品 熏 其 值 不 多， 但 由 (2 作 式 知道 沁 入 过 寿 轩 串 合 -各 ww 杰 得 
一 个 栈 数 闻 训 ， 才 盾 。 注意 :由 (20) 式 可 郑 和 和 加 和 不 等 做 震 。 

测 在 引 生 而 数 


《357 1 一 lg Ai; pa= ar leh, 


50 丁 车 数 此 教 嫩 


(一 2 六 一 6 gay}, (2— Zo er Nn), 


肇 过 奇 妖 点 德 ,他 们 各 自 芍 得 乘 数 


EP Hi eld or Ml; 要 Pa 35 Eli hy 四 


由 是 线 人 PO mr 


访 过 亲 翼 点 徐 保 持 单 值 , 就 是 说 ,他 们 是 :一 za 部 过 的 正 有 沉 伟 夯 数 , 因 
此 在 带 点 的 郑 域 中 可 依 颖 衣 般 数 展开 。 省 楼 , 我 们 瞄 求 的 解 在 奇 寺中 
剖 域 中 就 有 加 下 的 展 腾 式 : 
WW1= (2— Zo) 区 2 一 20)3， 
C20) | a 
200 = C20 E O220)" . 
注意 ; 决定 二 和 的 数值 时 可 以 相差 一 项 2mai, mm 是 尾 意 整数 。 
困 此 由 525) 式 知 道 ,决定 pl 和 ps 的 数值 蛙 可 能 相差 一 个 整 款 。 刘 事 和 
公式 26) 完全 插入 突 , 因 需 忌 (z 一 z0” 生 一 个 软 妆 正 数 ,和 是 任 次 可 数 ， 
匡 果 仍 亚 得 潭 一 候 肛 舱 租 束 。 过 事实 坟 明 , 在 公式 (326) 中 ， 指数 pi 和 
Pi 的 数 依 除 了 一 个 整数 以 外 是 可 已 完 全 决定 的 。 
再 看 方程 (23) 坪 根 相等 的 情形 , 即 hi = 和。 得 时 如 前 可 求 得 一 解 
满足 条件 
C27) 人 了 一 和 o 
性 取 另 一 与 tp 铬 性 独立 的 解 wy 。 坟 过 亲 要 点 一 过 德 他 受 至 铭 性 
煞 澳 


(C28) WE = Cs 1 TF Ea Wy 2 
汉 般 过 璀 悦 解 二 次 方 杷 (28) 成 塌 、 
1 一 访 ， al 
二 位 » 
0 ， Ga 一 入 


由 假 识 省 二 次 廊 程 麻 有 重 根 和 二 为 由于 位 刘 得 到 os 一 01 印 (287 


绍 主 章 于 性 做 丸 方程 61 


式 半 取 各 下 的 形式 : 


《29)》 2 hi tia Gs WL 。 


由 C27) 式 和 (59) 式 知 比 宫 赫 过 奇 洪 点 一 过 悉 吓 从 得 一 名 常数 项 


的 增加 ; 

( 委 ) -=( 作 + 特 ， 
四 此 -一 于 en 
绕 奇 与 点 一 过 德 数 值 不 变 , 故 可 展开 得 哆 朗 般 数 。 因 2 已 可 了 照 (36) 式 
展开 , 妈 尾 一 多 盟 碳 数 与 si 之 王 稿 仍 具 Wu 之 形式 ,所 以 现在 我 他 所 洋 . 
.的 雨 解 在 坷 村 路 源 近 有 如 下 的 表示 式 : 
六 《2 一 0)" 三 Ca 一 zt 


《30) i 
Wa (sm) DS 0) to g(a—20)o 
汪 样 ,我 们 就 得 漳 下 面 的 定理 : 
定理 1. III， 车 zz 篇 傈 数 22 和 14 中 的 术 时 或 本 的 极 黑 或 本 性 闸 办 点 ， 剧 邦 
在 十 个 镶 性 独立 的 外 , 他 们 在 送 圈 的 痢 近 可 表示 成 (26) 葡 (30) 的 形式 。 
注 痊 :在 第 二 种 情形 , 印 营 方 程 (C23) 有 重 根 上 蛙 , 常 散 m23 以 及 和 他 有 
髓 的 项 喜 


仍 可 能 等 疏 竺 ,道上 时 在 和 痢 近 的 表示 式 仍 是 (26) 的 形式 。 
战 上 所 法 的 都 是 2 篇 有 限 遍 吕 的 情形 。 要 研 究 ww 篇 平面 上 的 第 
限 连 点 时 的 情形 ,我 们 应 由 


t 儿 

引物 昂 一 自 释 数 以 蔡 代 风 再 将 关 孝 人 t 的 人 微分, 即 
& J. 了 

dz di on 和 


5 高 等 数 次 元 称 
避暑 方程 () 亦 包 篇 以 + 作 白 句 败 的 方程 : 
(31) 间 一 一 一 5 a +| 2 一 如 p 个 让) dw +a(F ) w=0 。 


二 记 0 二 由 下， 因 居 向 
又 可 以 像 以 前 一 榜 来 研究 方程 的 解 在 各 是 沽 域 中 的 性 质 。 

注意 : 以 上 所 端的 完全 是 抽象 的 理论 ,他 站 没 有 人 入 订 我 们 任何 具 
位 的 方法 来 决定 方程 <23) 以 及 (26) 式 和 (0) 式 中 的 揉 数 。 下 面 我 们 立 
测 就 要 研究 沁 定 (26) 和 (80) 式 中 庄 傈 数 以 及 指数 p 的 实际 开题 。 但 是 
我 们 忒 能 在 一 种 情形 下 研究 过 个 半 题 ,就 是 兴 备 展开 式 中 征 有 有 限 个 
合 入 数 震 的 项 的 时 医 。 

交际 奇 本 由 z=2 帮 久 正则 奇 时 点， 就 是 波 ， 如 果 路 衣 展 并 式 (26) 
陵 点 逢 乱 过 方程 的 正则 奇 黑 点 。 在 正则 奇 挟 贴 的 情形 将 py 和 pz 增 茂 
一 巾 整 教 ,我 们 党 可 使 (26) 或 (380) 式 中 的 者 级 数 党 全 不 含 负 数 冤 的 项 ， 
而 以 常数 项 开始 。 就 是 流 在 正则 奇 要 由 的 情形 下 ,例如 , 代 兰 (26) 式 我 
个 可 以 有 : 


(261) 


2 一 们 一 2 后 Eos—20)* 9 
| 本 (ob, oF 0), 


wa (2— 20)" To (2—z0)* 
另 一 方面 , 蔽 要 (26) 或 (80) 中 任 一 屡 开 式 有 扰 限 个 含 负 策 的 顶 , 奇 
黑 串 即 短 需 莫 下 网。 我 们 首先 必须 要 找 出 一 向 举 则 永 , 姑 此 可 以 由 方 
程 的 集 数 永 币 宕 交界 串 是 否 篇 正则 。 

93， 正 出 再 黑 点 假设 wi 和 ws 是 证 个 互 答 粘性 独立 的 解析 而 
散 。 不 元 做 出 一 个 以 友 和 wj 篇 解 的 稼 性 方程 涵 。 裤 黄 上 ,我 们 亡 有 : 
0 二 p=0, 

由 此 岂可 尖 定 后 程 的 傈 数 [ITL,24] : 


一 一 -err 一 全 aa， 
(32) P(e) EB 一 We Ly 
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(33) OE OE 
很 设 :一 和 是 正则 融 左 点。 我 们 详 潭 pi1 关 ps 的 情形 , 因 需 加 (30) 式 
的 情形 我 们 可 以 用 完全 园 楼 的 方法 去 研究 他 的 。 以 德 我 们 用 Pe(2 一 0) 
表示 一 个 依 (z 一 z0) 的 正 整数 寡 展 并, 而 且 常 数 项 未 等 基因 的 地 数 。 由 
2 一 za 是正 旭 奇 要 昧 的 条件 可 岩 两 外 写成 下 面 的 形式 : 
Wi= (2—20)" Pi(s—20); ta—(2—%0)" Palz— to) 
出 是 W220 Pol 2) ? 


因 需 两 个 常数 项 个 等 外 圭 Ss 的 彼 灯 艇 的 商 仍 从 一 党 吉 丰 不 等 从 竺 的 项 笑 
炽 。 其 次 ,我 们 有: 


0 
4 的 = 由 办 一 估 多 = 好生 一 2 汐 )= 


一 他 一 30 Faso) [Cz—z0)"" Pa(2—20)]', 
或 将 哑 稿 的 导数 算出 来 ,再 从 方 捷 纯 肉 分 出 一 个 因子 (一 20)* 让 下: 
A = (2—a0) "rr! Pls—20), 
再 关於 2 微分 ,得 : 
d= otps— ls—annte 2 Pla —g0) + (2—z0) te] PE(2—%e)o 


由 是 9 的- 一 一 2 + 加 C3， 


即 902) 可 能 以 z 二 zo 需 柱 点 ,但 不 高 秀一 除 。 

微分 ww 的 展 轩 式 立 烈 可知- aa + 可 能 以 aa 篇 不 高 八 一 阶 的 枉 点 ,而 
寻 可 能 以 z 乱 不 高 天 一 了 的 入 是 。 由 (33) 式 知 9(z) 可 能 以 aa 过 不 
高 其 一 队 的 极点 。 

因此 我 们 得 济 下 面 的 定理 ; 

定理 汉 是 正则 奇 办 加 的 必要 休 件 其 :系数 亿 中 以 各 全 不 高 熟 
一 陆 的 极点 ,9() 以 zw 贷 不 高 艇 二 阶 的 神 点 ,就 虹 荡 , 方 扫 (1) 厅 县 各 
下 的 形式 : 


[下 准 寺 地 上 坚 烧 程 


， 1 (2) . it2) 1 
34) 2 中 2 负 " 十 5 0, 


其 中 及 (2 和 qi) 都 是 在 6 坊 正 浊 的 贺 烤 。 
现在 酚 明 洛 伶 亩 回赠 的 正则 性 革 人 条 件 不 仅 是 必要 的 而 且 典 是 这 分 
的 。 面 镁 我 闻 在 [II, 4 中 就 已 考察 通 形 式 如 (3 和 的 方程 , 葵 且 做 出 了 
他 的 广 纱 置 般 数 的 形式 上 的 解 。 不 光 关 时 我 们 益 油 有 研究 表演 梯 做 出 
灰 的 级 数 的 相 均 问题。 现在 我 们 就 要 来 解决 到 个 出 题 , 体 明 性 形式 上 
做 起 球 的 级 数 收 篇 收 化 , 薄 旦 是 方程 的 解 。 优 简 趾 起 见 候 碘 m=0。 
以 有 瑟 性 程 (3 作 ,半天 写成 : 


《35) 2 
沈 在 要 求证 方程 的 形式 各: 

(3 山王 ze bo 中 

的 解 。 


映 (86) 式 民 大 (35) 式 的 左 这 ,再 芝 各 个 不 同 轩 次 的 ? 的 傈 数 优 和 堆 。 
部 每 决定 保 谣 64 的 许多 方程 。 溃 些 方程 是 : 
eo fotp) = 
| afp+l)+ofip)=0 
GBT jp 2 tpt 1) temfap) ~ 0 


pe 


avaecaaeieieeaeieareeiiocaoviasorianeeghraggeyiaeaeeoraea 昌 


尘 中 入 简章 计 我 全 可 用 了 下 列 的 记 届 : 
(38) 人 一 和 (一生 十 Nao 十 和 
ON = Na + by 
如 本 已 温 , 我 们 可 衣 mm 于 0, 由 是 (3 站 的 第 一 式 葵 我 们 一 侦 决 定 指 
伐 6 的 二 次 方程 : 
(C39) fo = ppp-1) pot bo Do 
二 浪 程 通常 性 吉 在 计 闸 器 器 的 简 定 证 如 。 令 就 pi 是 沪 程 的 一 根 ， 


(b=1,2. **), 
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使 得 对 芯 所 有 的 正 臣 艇 ” 成立 傣 件 : , 
‘40) JoCpitn) 0 (n=1,2,.)o 
” 汉 竺 (3 中 从 第 二 式 开 好 的 各 方程 就 可 利用 求 决 定 6, 0,…。 第 
一 咎 你 数 % 是 尾音 的 ,显然 ,他 是 不 在 一 个 性 意 常 铀 因子 的 地 位 , 故 不 
她 识 c=1。 我 们 绞 在 去 须 答 明 适 棕 得 出 的 释 煞 (36) 在 z=0 的 某 一 券 
域 中 篇 下 艇 。 
假设 呈 是 方程 (35) 中 两 报 就 的 牧 煞 加 件 径 。 车 及 篇 一 小 谣 忆 的 
正和 散 , 则 著 这 南 衣 散 的 保 数 ox 种 5 有 部 下 的 估计 [4]: 


ol< 队 Il< 格 ， 
黄 中 ml 和 ?za 是 此 散 。 由 基 
le + ol < Rs, 
因此 取 下 其 大 ,可 得 
CD ll+IuI< 划 。 
双 比 率 


ol +m 一 16 十 % 
记名 十 1 Cieptn—ol)+en tint bo 
党 正 整 数 mn 力 限 卉 加 肝 其 极限 篇 需 , 因 篇 分子 是 元 的 一 次 名 项 式 , 狼 分 
刁 蚌 的 二 次 多 天 式 。 由 是 可 国定 一 正 整 训 育 使 活 %> 访 降 


C42) jfocp trl> 1p1 十 4 
由 C37) 式 有 
_fi(etn—l) aptr oo sp 
frptn)y “1 folptny RFN) 下 
和 位 而 
， fietnoD| -人 十 9 一 号 
(43) [ol < [为 Cp my) [oni | 十 -| fo 十 而 | | -| 十 


fCp) | |eo! 
+ ”? 


58 党 符 数 本 数 程 
鞭 次 ,我 们 有 : 


frCpt+n—A=b+ (p+n— Do, 
[ftptn—A) | <littlpl trlar C1,2,.", 4)) 


因此 更 有 ; 
C44) [fiCp in|pl Fler| + 16:|), 

我 们 常 可 取 足 揭 大 的 企 数 了 , 使 得 前 面 Y 个 休 数 满足 不 舌 式 : 
(45) ia 要 (50,1 NTD。 


回 慷 我 们 型 前 钥 设 co 一 1 。 此 务 , 我 何 尺 可 能 在 任何 情形 下 等 你 六 
使 满足 
(C46) P>1 十 开 。 

对 於 其 他 公 数 ,从 or 并 姑 , 我 科 可 以 应 用 不 等 式 (42) 。 利 用 遗 些 
不 等 式 我 们 下 面 双 如 明 ; 如 果 (45) 式 的 估 许 对 藤 折 有 的 所 和 检 5 泣 o-l 
篇 止 都 成 立 的 蔚 , 那 未 他 对 6 也 一 样 成 立 。 实际 上 , 由 (42)，(C437 和 
《44) 有 ;: 

| 人 | < 人 er| Fi | lt tle | +t!) lesi 十 二 
二 《ea 十 [zfe|， 

再 用 以 了 D 式 得 ;: 


lel< 妆 ol+ 星 se- 3| 十 … 十 曙 1a， 
宙 恨 发 .C45) 太 的 入 训 革 扑 Foy C13 y Cr] 者 成立, 故 得 ; 


_ MP 1 
Crd 1 | 一 二 
CD) < 入 Ct 项 。 


现在 发 明 


MOP —1) pp 
(C48) i 的 


实际 -上 ,省 不 等 式 必 溺 身 : 
Pottl4- MP NM>0 
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成 PP 一 CT 二 于 >0。 
最 逢 一式 由 (46) 式 立 员 可 得 。 由 人 4 门 和 (48) 本 不 等 式 可 得 


Pr 
lo < 


就 是 我 们 所 要 证 明 的 。 

狗 括 起 紊 说, 我们 的 竺 休 是 各 柑 : 首先 取 卫 委 大 ,使 得 (45) 式 轨 所 
有 的 + 和 代 0 到 昼 一 1 和 驴 止 都 太 立 。 洲 於 其 他 的 指 获 不 等 式 (42) 成 立 ,应 
用 党 不 等 式 我 们 姥 表 了 :如 果 (45) 的 佑 入 到 某 一 足 数 成 立时 , 居 他 对 旋 
德 一 足 数 也 成 立 。 间 柑 我 们 前 征明 了 (450) 式 名 秀 所 有 的 足 散 外 戌 立 ， 
部 对 任何 的 ” 成立: 


但 是 毅 散 i 


在 图 |zi < 分 中 矶 需 针 六 收 钥 。 因 (30) 式 中 和 报 数 的 一 般 项 的 模 不 大 
截面 关 舱 吉 的 一 般 项 的 模 , 故 亦 必 在 此 图 中 艳 关 收 禾 ,当然 亦 可 深 项 
微分 ,， 像 所 有 的 履 伊 宕 航 数 -一样 。 党 机 我 们 就 证 明了 (86) 式 确 是 方程 
(34) 的 解 ,在 :一 0 的 某 -- 久 域 之 中 。 现 在 给 明 在 方程 (8 的 的 怀 散 级 散 
的 收敛 图 jx| <R 中 每 一 点 级 圾 (867 此 震 收 租 。 实际 -上 ,如 果 不 然 , 旭 
虫 般 娄 (36) 在 z=0 的 兰 域 中 记 定 贰 的 醒 数 径 过 解析 延 拓 以 和合 在 图 
|z| < 五 内 奢 必 有 一 奇 轩 点 [18] (不 是 :=0), 但 省 是 不 可 能 的 ; 因 居 方 
程 (3) 的 傈 数 是 贺 jz| < 内 的 正 其 画 数 , 陈 了 在 2=0 贺 以 外 ,由 [97] 
的 辕 果 ,他 的 解 朴 过 解析 延 拓 搁 不 可 能 在 其 中 有 再 办 点 。 

如 果 二 次 方程 (39) 的 两 概 之 差 不 是 整 敏 , 则 每 一 根 此 满足 条 性 
C40); 故 可 如 前 伍 出 十 个 形式 如 (86) 的 解 床 ,党 十 个 解 显 然 互 仍 焰 性 狗 
让 Cp1 天 a) o 

现在 再 闲 研究 党 二 次 方程 (39) 有 生根 或 是 两 要 之 差 党 一 整 铀 的 情 
形 。 


58 机 等 效 经 这 各 


在 第 一 箱 情 形 应 用 方 径 (39) 的 唯一 的 根 我 们 可 己 如 前 做 出 一 个 形 
式 如 (36) 的 解 , 但 簿 须 找 出 第 二 个 解 。 在 第 二 御 情 形 假发 ok 和 ps 是 
三 可 (389) 的 证 根 ，pi= pa 十， 吧 是 正 整数 ， 就 是 裔 ，p1 的 实数 部 分 比 
Ps 的 实数 部 分 到 大 。 户 疆 然 满足 休 件 人 (40 ， 故 用 寻根 可 由 如 前 做 由 一 
个 解 束 。 如 景 萄 全 爹 图 利用 ps 来 求 方程 的 解 , 则 将 遭遇 如 下 的 困 灯 。 
起 需 mm 十 mm 是 方程 (89) 的 神 , 故 洲 取 方程 粗 人 8 的 第 各 二 1 个 方程 : 

Gm foCpat mm) + ei fiCpst m— + te fn ps) =0, 
到 在 此 方程 中 求知 获 on 的 保 数 foCps 十 7") 等 挫 堵 。 但 是 一 般 而 广 , 其 
休 各 项 的 和 芷 不 等 其 雳 , 因此 就 得 到 了 矛盾。 所 以 在 溃 情 形 我 们 仍 须 用 
别 的 方法 去 求 第 二 个 解 。 注意 : 车 在 上 进 方 程 中 其 能 各 项 之 和 下 傈 等 
基 雳 , 则 我 们 可 取 cm 志 任 瘟 数 ,站 可 和 糙 纺 计算 其 能 的 导数 or …。 以 
前 的 估计 告诉 我 们 得 榜 得 到 的 级 数 仍 篇 收 僻 。 故 在 此 特别 情形 下 可 加 
此 求 得 第 二 个 形式 如 C36) 的 解 。 

现在 大 在 一 般 情形 下 第 二 个 解 麻 加 何 求法 , 假 表 一 般 
(49) Pi= Pp3+ mm 
其 中 w 是正 束 戏 或 者。 回 情 狗肉 和光 性 方程 

wn oy m0 
我 们 凤 经 有 过 一 个 到 式 ,已 可 以 从 方程 的 一 个 解 wi 得 济 方 程 的 第 二 刁 
解 wa [TIT, 241: 
(50) w= Cm [ofr 
其 中 心 是 任意 常数 。 现 在 


了 (人 一 -全 十 四 十 中 ?二 


双 [OL LT 2 Gane 
由 此 oY pe PLC), 


如 前 ,上 式 中 六 4 是 一 个 站 > 的 塞 次 民团 的 泰 勤 航 数 ,其 党 散 项 不 答 
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共和 。 我 们 已 知 的 解 w] 具有 形式 : 

C5 iy wi = Pal2) , 

由 注 4 二 Pi ， 

其 中 PK2) 基 食管 束 项 不 等 菜 夫 的 泰勒 级 上 。 因 此 (0) 式 中 的 徐 积 分 

到 名 是 


二 2。 


Pi 利 pa 是 二 次 方 经 (39) 的 坪 柜 ,因此 : 


一 aede 1 
所 2 
WT 


1 十 pa 一 工 一 Goy 
故 由 C49) 得 : 
一 ao 一 9p1 一 pe 一 站 一 1 一 — (1+m), 
各 5) 式 中 的 稚 积 分 国 吏 可 民 开 篇 ;: | 
gl? 二 = 二 -2 一 (+m PC% = = 
+ t+ 二 1% 十 -…* (YHm} 站 人 0 。 


把 进展 列 式 积分 , 我们 得 到 一 项 7_1lgz, 另外 过 有 一 个 完 极 数 从 
公 zr" 的 项 开始。 再 以 (5 人 D 式 所 定 闵 的 心 汪 之 ,部 得 内 的 表示 式 : 
wa =" Pe a Polr) + Yi wilg 2, 
或 由 (49) 式 有 : 
C82) wo Ps) + yi lgz, 
其 中 PK 人 是 常数 项 不 等 臣 需 的 素 勘 毅 数 。(52) 式 在 形式 上 是 和 (80) 
的 第 一 式 一致 的 ,但 全 的 式 中 的 风衣 坡 数 访 有 信和 负 圭 的 项 。 注 意 :一 般 ， 
常数 7 天 0, 但 有 时 亦 可 等 於 零 , 和 远 就 是 我 们 前 面 已 泛 裔 珊 的 特别 往 
形 。 答 柑 , 我 们 又 每 到 了 第 一 侦 解 。 我 们 已 经 吉明 了 下 而 的 定理 
定理 IT， + 一 为 是正 刚 厅 与 巾 的 充分 休 件 是 : 方程 式 (1) 的 村 数 
nm( 罗 以 26 篇 不 高 认 一 隐 的 极点 ,4(22 以 mw 往 不 高 雁 二 阶 的 极 哮 。 
壮 休 件 的 必要 性 已 在 前 曾 襄 各 了 。 
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注意 : 有 时 可 能 十 个 解 都 不 久 正 出 奇 具 品 乱 奇 届 点 , 强 是 当 pl 和 
ps 都 是 菲 负 的 束 数 , 莫 且 第 二 个 解 不 合 尖 数 的 时 九 。 例 如 方程 
2 ，， 多 
站 
有 如 下 请 个 也 仿 稳 性 儿 立 的 解 : 

i 一 2 Wa 一 入。 

注意 : 车 pr= px, 旧名 =0, 由 前 面 的 演算 立刻 可 知 (59) 式 中 的 党 
仇 ?7-1 必 不 等 於 老 。 

98， 宣 克 拓 和 昏 的 微分 方程 ”十 九 世 志 中 华 缠 国 数 学 家 富 克 斯 首先 
浒 从 正则 奇 办 点 作 有 尼 闭 的 研究 。 我 们 现在 英 从 事 研究 的 是 通 党 所 家 
富 克 斯 型 的 微分 方程 .就 是 所 有 的 奇 旺 点 部 是 正则 奇 黑 潞 的 微 委 方程 。 
苯 微 分 方程 篇 : 

3) wD Y=0 6 

作 自 炙 考 的 变换 : 4 二 ， 
匠 们 得 到 下 面 的 广 可 : 

(531) 4 党 二 | 2 一 —#p( 3 )] 吉 + 2)w=0。 

由 恨 发 :一 0 应 次 基 过 方程 的 正则 奇 黑 由 。 攻 .上 式 税 除 认 # 以 多 
-2 的 傈 数 不 能 以 1=0 入 高 从 一 队 的 极点 , 国 此 2 (二 ) 的 展 困 式 辜 只 
和 如 下 的 形式 ; 


各 站 一 w= 人 0 


p(F)= td, 
部 pC) 在 2=oo 的 痢 近 应 有 形式 如 下 的 展 关 式 : _ 
(54) p62)== 丰 二 二 去 十 


同样 二 9( 二 ) 不 能 以 :二 0 篇 高 铃 二 了 的 柱 回 , 故 得 : 


g(F)= 人 dt 


第 五 全 半 性 熏 牙 方程 B61 
竹 而 gC 在 z 一 oo ~ ts ABT: 
{55) 如 鸭 一 三 上 本 + 3 一 二 机 本- 
就 是 哎 , 舞 限 各 点 盖 c 是 方程 全 ) 的 正 旭 壳 红 点 的 充 要 条件 基 : pC 力 
及 2z= ce 篇 喜 加 ,90 有 以 2 一 co 篇 不 低 走 一 隐 的 雪 点 ， 注 意 : 涪 在 展开 
式 (54) 中 了 而 =2, 在 诬 并 式 司 的 中 磺 一 吉 一 导 :=0 不 是 方程 G63) 的 
奇 黑 点 。 注 蔡 在 z= co 的 部 域 中 方程 有 一 解 : 
~ 1 Ca 
4 一 0 十 呈 十 允 十 Te 3 
其 中 傈 数 和 0 是 任意 的 。 
假 谣 mm，…， on 是 方程 的 肥 限 过 奇 村 点。 夯 散 p(o) 可 能 蕊 过 些 点 
偶 一 阶 极 是 ,又 由 也 加 ，D(O 在 无 限 圳 点 之 值 自 孝 , 故 蚊 怖 有 理 分 式 : 


p= any? a 人 
其 中 分 子 至 少 比 分 母 低 一 浆 。 同 榜 由 性 5) 式 知 52 谭 具 形 式 : 
20) = 全 人 


Ge) a 
共 中 盘子 至少 比 俘 母 医 雨 让 。 顺 有 再 分 式 分 解 货 最 简 契 式 印 得 富 克 其 
型 微 芬 方程 的 保 数 的 一 般 于 示 式 : 


PD) 一 襄 壹 2— 全 
《56) 
9 一 让 cn + 2 
由 (5 有 8) 式 我 们 赔 有 : 


好 (ay0 区 2>cc， 
竹 而 (656 的 第 盖 起 告诉 我 们 话 常 数 Cr 麻 满 足 休 性 : 
0 们 十 C2 十 … 二 个 一 0。 


PO 2 DO 二 全 于 于 光 


吏 在 要 求 在 奇 只 2z 一 cl 和 2= oo 的 全 定 方程。| 因 pC 的 过 示 式 


Lr 帝 等 数 学 款 往 


中 改 一 0407 的 保 艇 篇 起 , 4(2) 的 表示 式 中 性 一 a2 的 导数 需 Bi, 故 

在 a; 天 回 的 刊 定 方 程 篇 : 

《53) pop—D)+ dip+B:=0 (Fk=1,2,-" ,mn)o 
现在 再 涂 无 限 束 点 2 二 oo。 项 诬 方 程 W530) 而 言 ， 郎 笑 计 0 各 点 。 


主 [28 一 2p (二 
lim [286 四 人)] 


在 


中 站 的 傈 数 关 然 务 


吕 加 一 六 ?人 |"2 一 吉 吉 的 
决定 。 由 (5656) 的 第 一 个 方程 知 此 作 数 是 ; 

2 让 4。 
网 之, 在 站) 
中 引 ? 的 傈 数 是 

部 训 2(7)- 吉 24 
但 是 由 (56) 和 (B57》: 
7 的- 站 17 + 二 和 - 


”下 2 = 2 + 冯 


镁 而 lim tC) = 之 CCBz Fa Os) 
最 熏 即 得 在 :一 co 的 乔 定 方程 
G9)》 plp-D+p(2—EA)+E Ba0) 0。 


由 (655) 和 (59) 易 知 在 所 有 末 虹 中 的 和 诉 定 方程 的 视 的 粮 和 等 於 


过 五 率 ”起 性 牙 分 万 各 9 


一 总 4ef 辫 Ai—1=n—1, 

印 有 有限 带 奇 界 吕 的 个 数 减 一 。 

部 民 我 倍 蛋 做 一 侦 富 克 斯 型 的 沪 程 ,他 袜 有 一 个 奇 办 点 的 , 那 示 我 
简 常 常 可 以 假 屋 进 表 加 点 就 是 无 限 这 上 器 , 因 地 在 有 限 四 典 内 就 没有 奇 
置 点 了 。 还 时 在 全 和 式 中 显然 所 有 的 傈 数 4, BB;:, 0 部 要 等 於 老 ,就 
是 识 ;, pC 和 g(2) 应 讨 恒 等 臣 老 , 因此 就 得 到 一 个 澈 布什 语音 思 的 方 
程 om 一 0。 

特 沽 只有 有 十 个 奇遇 点 的 富 克 斯 型 微分 方程 ,其 中 一 个 青 轩 点 第 可 
候 长 是 无 限 速 蒜 。 过 蛙 (56) 式 中 的 和 实 降 上 就 牙 色 合 一 项 ,由 全 人 的 
怪 件 , 可知 古 程 是 : 


2 由 | 


多 一 长 
其 中 活 是 瞧 一 的 有 限 这 童 曙 点 。 
上 面 的 方 枚 就 是 尤 拉 兵 烷 性 方程 TIE, 42] ， 如 我 们 所 知 ,多 过 一 个 


oo 切 一 申 ， 


T 一 地 (z 一 cy) 

夫 知 朗 成 澡 具 常任 数 的 徽 分 方程 了 。 

在 下 一 世 中 我 们 要 疾 直 研究 具有 三 个 奇 时 点 的 富 克 斯 型 微 苍 方 
程 。 

回 往 我 们 从 前 研究 过 的 内 塞 示 方 程 LEE, 48]: 

pw 0, 

温 五 程 以 z=0 乱 正 剧 表 只 点 。 但 名 的 公 数 在 锋 限 这 引 痢 域 中 不 满足 
休 件 (55), 故 :一 ce 篇 贞 塞 福 方程 的 非 正 则 奇 汪 划 , 就 是 褒 , 员 塞 附 方 
程式 有 两 鼻 音 界 踏 :正则 奇 轴 黑 2=0 和 严正 剧 奇 加 点 2 二 co 。 

100. 高 斯 方程 现在 多 们 来 考察 具有 三 偶 奇 办 加 的 富 克 斯 型 微 
秀 方 程 。 应 用 自 构 数 的 平面 上 的 分 式 粽 性 释 换 蕊 后 , 我 们 可 己 , 不 类 一 
般 性 ,假定 洽 些 奇 办 峙 其 


84 迪 和 敬 台 蓉 数 种 


2 一 0; #2=1 和 2 一 ce 。 
又 训 在 避 蛙 点 的 物 定 沪 程 的 根 是 : 
C1 ha’ Bi1, Bs Yr Yio 


出 适 蕊 程 的 全 数 的 改 示 式 如 下 : 


p(O= -人生 + 和 


2 一 了 


其 空 
《607 人 十 的 一 

由 休 件 , 方 

pipe—D+Aipt B=0 
应 以 ma 种 mm 篇 查 , 故 必 
1— (a en), 五 :一 cdea 。 
回 柑 , 任 :二 1 台 蒜 的 御 定 方程 可 得 : 
As=1—CB1TtBD); =。 
证 一 co 的 刊 定 方程 是 : 
PPT tat Bt+Byp tao th C=0, 
以 其 一 概 P= 二 Yi 代入 ,可 得 Pa 的 表示 式 : 
C3=—Yi71 DD— (art drt+ Bt Beyi— (oy ont Bi Bs), 

再 由 (60) 式 的 链 件 有 C1= 一 Co 。 温 悦 ; 我 们 党 测 , 在 三 个 奇 权 味 的 增 
合 , 方程 的 慰 翘 可 由 在 奇 红 点 的 淹 定 方程 的 根 完 全 深 定 。 扯 以 上 的 计 
算 立 肇 可 知 , 加 苍 :=0 和 z= 二 1 雨点, 币 定 方程 的 根本 以 随意 定之 ,而 
加 := oo 温 黑 ,和 判定 方程 的 报 只 有 一 个 可 以 任意 。 另外 一 根 册 直下 面 
的 休 件 竺 他 沈 定 :审定 方程 的 六 个 根 的 粮 和 褒 等 疏 一 (市 限 这 奇 虹 点 的 
眉 散 减 一 )。 

渤 慷 做 成 的 方 私 的 任 一 解 有 了 时 人 们 用 下 面 的 芭 屠 于 示 : 


委 五 章光 性 微 革 方程 站 


,1, oo 
(61) a B13 TH1; 
ts Bay Ye 
计 放 些 傈 各 曼 所 蚀 。 
现在 引进 画 数 “的 一 蛋 初 等 问 换 ,藉以 简化 沪 程 的 形式 。 注 意 : 潜 
惧 下 式 以 男 一 未 知 男 数 必 代 粮 : 
w= su: v=2n(2— 1 0, 
如 对 4 同 楼 可 得 只 有 三 个 奇 机 点 *=0,> 开 和 :一 co 的 方程 ,但 是 由 失 
夷 数 训 ?Cz 一 1 的 存在 ;区 认 面 数 % 而 早 , 在 ?=0 的 制定 方程 的 山 根 
不 是 和 和 cw 而 是 一 和 oy 一 9 了 。 同 榜 , 在 :=1 的 御 定 沪 程 的 十 
根 反 和夫 B61 一 9 和 6a 一 yg。 取 P=a1s 9== 忆 ,可 使 在 z= 上 0 和 2 二 1 的 特定 
方程 者 有 一 根 篇 寺 , 巡 是 我 们 以 生 要 假定 的 。 
理 在 再 引进 新 的 记号 。 假 下 在 ?一 c 的 特定 证 程 的 雨 根 是 “和 有。 
证 * 一 0 缠 定 方 种 的 一 根 等 其 堆 ， 另 一 根 胡 作 工 一 7? 。 最 德 ,在 := 工 特 
定 方 程 的 一 根 等 部 圭 , 锯 二 根 必 篇 7 一 4 一 B8, 因 乱 六 个 棋 的 和 和 锋 於 1 
的 称 故 。 运 样 , 代 替 一 般 的 情形 (61) ,我 们 入 村 考察 下 面 的 恬 别 情形 : 


0, 1, ce 
61) | 0， 0, 局; ] 
1—y, Y—a—B8, 8 
在 本 季 前 衬 部 的 计 答 中 党 器 : 


Hi=0; oe=1—y; B=0; B=y7—0~8; =a; Y= 
他 可 省 定 我 们 的 太 程 的 导数 。 人 於是 得 到 下 十 形式 的 方程 : 


下 一 了 十 (二 名 十 启 )2 和 闪避 
(62) w TD TD 


渴 方程 稳 仿 超 次 何 微分 方程 成 高 斯 方程 。 在 下 节 中 我 们 要 来 求 由 
的 解 在 青 黑 加 痢 近 的 展开 式 。 

101， 超 越 关 何故 数 。 先 求 三 程 (6 在 奇 要 点 = 一 0 的 帮 城 中 的 解 。 
各 此 解 麻 具 下 之 形式 : 


如 三 人。 


en 高 等 数 他 部 程 
(63) Pe; 27 Plz), 
共 中 互 (2 科 Do(2) 必 是 有 常 就 项 的 变 克 荧 枉 般 数 。 半 求 第 一 全 佣 。 篇 
0; 诗 (2D 式 改 知 答 : 
zw [yt (ta 

所 外 1 二 十 G1% 十 名 恕 十 
号 大 竺 式 的 左 玩 。 麻 用 通常 的 未 定 傈 化 法 可 得 如 下 的 解 : 

一 网 aB ,alat DBB+l) a, 
C64) 1 Fa, By; 2 1+tiry ?+ Ty DD Fie 


十 .二 ala+ Dtatn— Det+ D8+n-— 1 和。 
nlytyt Dy+n— DD 


其 中 Fla, B87; 当即 表 示 等 式 右 渴 的 镍 帘 银 元 。 因 从 方程 的 疝 加 对 和 
原 贡 最 近 的 及 := 十 我 们 放 以 知道 上 面 得 级 数 在 加 |z| <1L 中 必需 收 
人 族 。 沽 就 是 通常 所 届 超 越 哀 何 级 数 。 当 a=2=?Y= 王 时 ,他 逮 原 需 闪 
何 般 散 。 我 们 在 代 , 14 力 中 早已 研究 过 得 蛋 圾 数 。 

权 光 定 (63) 中 的 第 二 个 解 ， 我 们 可 以 利 用 上 世芳 和 示 的 面 数 ww 的 初 
和 网 找 。 渴 在 藉 下 式 引进 另 一 未 知 画 数 业 以 代替 芭 : 


《65》 说 一 中 下? 晤 全 一 这- 友 一 


人 鱼 


+ ww 
2 0 


关於 画 数 ,在 z=0 的 和 制定 方程 的 根 由 0 和民 一 总 到 管 CY 一 二 和 
0。 在 ?=1 御 定 方 吉 的 根 仍 巷 0 和 (Cy 一 2 一生 ,最 徊 ,由 C6 外 的 第 二 式 
知 在 z 三 2 利害 方程 的 各 骨 4 和 及 多 篇 Cr+1 一 和 CB 十 1 一 y)。 

实 队 上 ,在 柳 换 以 前 , 解 在 z= co 痢 近 的 民 开 式 是 具 如 下 形式 的 : 


(Ho) nod) 0) 


沟通 图 换 悄 逢 他 们 风 得 : 


Da ra 


四 旧 匆 泣 新 的 未 知 夯 数 % 可 由 下 通 的 记号 决定 : 
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0, 1, oo 
"| 0, 0， a 1—~; | 
-1, y—a-B, Bil~Y 
现在 改 窟 (8610) 中 的 x;B8 和 7 篇 qi; Bi 和 7Y1, 易 知 要 竺 上 面 间 人 租 黎 盟 
如 骨 收 高 虐 4617) 的 形式 ,必须 有 : 
于 一 3 一 了 一 二 a=a+l1l—Yy: Bi Bti—y, 
部 oeTt1—y; A=B+1l—7; N=2—Y,。 
由 前 可 知 ,在 原点 :=0 乱 正 区 的 新 方程 的 解 泪 鼓 是 ; 
v= Fa 有 Yi = Flat1l—y, B+1—Y, 2—7; 2 
宙 蕊 次 用 (6 抱 式 ;部 得 : 
w=a Yatrl~y, B+1l—Y, 2—Y; 2 
过 就 是 463) 中 的 第 一 个 解 。 
更 在 篆 炒 求 方程 (62) 的 在 奇 里 点 z= 工 半 域 中 的 解 。 鞠 藉 下 式 引 
和 进 务 一 自 焰 数 


名 一 上 一 3 。 
在 过 煞 换 下 2 一 0 名 抵 > 一 1 一 1 到 成 x 二 0, :一 co 车臣 z=cos 
肖 梯 ,在 新 的 自 释 数 下 我 们 仍 货 得 到 一 个 高 斯 方程 ,而 夯 散 包 期 由 飞 面 


的 刀 贸 疾 定 ; 
0, 1, “ce 
五 0, 0 ea; 2 |, 
Y—a—B, 1—Y, 3 


由 县 万 笋 (a, B, )) 的 值 篇 : 
cd 一 wj A=B, Y=1+at+B~7Yo 
帮 在 “= 一 0 的 痢 域 中 有 雨 个 保 : 
Ta, B, 12 上 8 一 ?3 5 
a APYy—B Yo 1+7—e—B;e) 
加 济 原 来 的 自 潜 数 , 印 得 在 z=1 痢 城 中 的 雨 但 解 : 


ca 当 和 铬 数 学 束 程 


《64 2 8,1tatA—Yy; 1—2); 
” a= Ry By iy—a—p; 1 
玻 或 在 ?=200 痢 域 中 的 解 可 以 作 自 效 数 的 多 换 : 
1 ， 
= 
加 2 


注 复 换 使 z 一 1 遵 点 不 灼 , 而 和 茸 :一 0 和 ?= co 互相 次 换 。 在 新 的 自 绩 数 
下 功 化 妈 机 下 面 航 刘 号 泪 定 : 


日 ， 1， co 
Pla, 0, 0; 二 
多 y—a—B, 1—Y 


证 作 一 个 男 数 的 交换 : 
(651) 二 w= La 


或 们 得 到 在 济 府 的 高 斯 方程 中 国 数 的 记号 : 


0, 1，, co 
P| 9, 0Q，, 三; 2 |。 
SBS—a, Y—a—B, ita—y 


沪 高 产房 程 的 难 娄 的 值 基 : 
oi=0; B=lte-—y; n=lta—p8, 
因此 我 全 得 芭 西 芽 如 罕 了 一 4 的 痢 城 中 的 两 个 解 : 
m=Fa,1ta—Yy, 1+a—B; 2); 
Waa FB LB—y,1+8—a; 2), 
再 由 C652) 及 2 一 南 半 保 回 到 原来 的 自 颖 数 z 和 机 数 w, 即 得 方程 
《52 在 z= 一 2 畦 域 中 的 两 个 年: 
w=() rn(o, 1a—y, 工 十 性 一 办; 辽 ) 


C64) | 
oo 一 (二 (8， 1+B8-y， 1+A 一 we 


渤 样 我 们 君 到 在 各 裔 哈 踏 大 城中 所 定 闵 的 六 傅 解 都 可 世 用 超越 册 


舒 五 并 ” 永 性 徽 牙 方程 的 


坷 胡 数 求 表示 。 注意: 在 以 上 的 计算 中 我 们 都 假 雪 利和 定 方 程 的 两 棵 之 
莽 不 是 整数 。 忠 毅 质点 的 位 置 可 知 公 式 (64 当 |z 一 1| <<1 肝 成 立 , 人 
式 {64o 和 莹 |z| 之 1 睹 成 走 。 注 意 : 解 (6 光学 篇 正 虑 数 畦 仍 有 意 

害 [I, 141] 让 我 们 研 演 通 当 2 二 1 时 超越 租 何 好 数 的 效 合 性 ,看 旦 证 轩 若 ,8,7 翁 完 
数 , 且 满 是 院 忻 : 
(B88 yt—B>0 
则 冯 线 仿 收 印 。 汗 时 由 亚 具 希 第 二 定理 [1, 1491 知 Pla, B, Ti 2 一 (0 二 站 1 一 
脖 , 吏 


qf Cla BPHL) 
Fras B, YY; 1)= 1+ 字 rp 


下 而 我 寺村 堆 明 公式 


. TTiy~a-B) 
条 al 1 二 
《67) . (ta, Py Y: 1) PT A 


比较 x" 的 在 数 易 位 下 面 的 而 客 : 
了 [六 一 芋 一 (人 一 区 一 由 一 二 国王 [月 3 MIT yay -PrPa, PB,y+i; m= 
=Y¥ DI(1- 2 Fa, ,Y=1; 7) ‘lzl<1) 
或 
(8) YLY 一 圭一 好 ?一 让 一 让 一 由 工人 5。 BY oa Fa, 及 二] 区] = 
=70-D[ It v0] 
其 中 号 是 了 i4, BY 一 1; 2 的 展开 式 申 x7 的 部 烙 。 现 在 并 明 在 典 伯 (66) 之 下 0 入 
on po 


我 倘 有 [TI， 141]: 


lz 了 一 在 一 及 to 
as 十 一 有 十 说， 


莫 申 如 前 芽 轿 值 短 关 而 ,党 一 co 。 民 缸 世 是 一 倍 开 世 数 , 消 品 PiY ~a -站 >1L。 我 仙 可 
以 高 : 
[WE 
上 par 
共 申 败 前 薄 独 值 答 有 界 。 出 上 面前 等 式 和 不 笑 式 POY 一 3 一 局 半 1 可 若 且 [v1? 坊 一 般 项 
交 航 数 必 收藏 [T, 141]， 因 此 tn 营 % oo 。 赃 (68) 式 机 的 了 趣 向 本 内 1 总 腊 轴 亚 具 铺 
第 二 定理, 部 得 ; 
Ta BPR BY TY Fa, ByF1; 1D)=0, 


1 Pa-P) | oh 
一] 二 全 和 十 站 


部 


0 党 符 下 学 孝 惟 


Pla, By D= O77) pea, py vtt; 1) 


YY 一 人 一 站 
把 汪 湖 保 谨 用 光 次 ,可 得 : 
到 一 
本 (ruth)(y— P+ 。 
(C09) Flas poy; Ded TS FG, 6, vm; DD 


起 沪 训 过 让 括 站 由 的 飞 芒 营 如 时 有 极限 [7 多: 

TOT a 

Tmry—B}° 
现在 表 吐 虹 当 3 图 站 Gy 月， ?十 从 DD 地] 入 Wt BY) 训 民 并 式 Fta, B, YY; 1) 
向 各 的 保 数 , 刚 冯 : 


lta Br 294m; D1 CE lune, Bi 7+m)| 


在 (Gs 记过 二 7 的 分子 申 内 141 及 181 愉 9 各 8B, 丰 和 共 峡 电 以 光一 [Yl 代 说 + 沿 ; 租 融 
一 17|; 我 合 穴 到 : 


Peas By ym D) ~1| € Buntlel, lm-inl)， 


其 中 不 区 式 右 志 乱 正 项 极 数 。 从 棋 强 申 拿 册 因子 民 上 上 作 |.， 音 在 站 村 中 及 (1 人 区 ml， 
往 : 


Pas By ?十 mm; D 1] < ,Ed ts [B11 mm (YD) 
一 3? n=0 


对 评 枉 当天 的 r, 委 散 而 二 [十 1 襄 == 轴 |- 了 入 二 mm 一 17| 十 1 满足 钳 件 86), 因此 上 
之 不 黎 式 右 思 的 贩 囊 收 租 , 登 mr 十 加 年 性 手数 的 和 其 一 般 项 汐 减 少 。 汉 长 数 前 面 的 因子 
国生 0 党 wz 政 知 放 wy 是 了 (05 By 1 和; 了 -1。 最 办, 风 公 式 (39) 靖 tr>o 
如 得 (67) 式 。 
利用 公式 (的) ,可 以 将 wl 用 粽 性 多 立 的 解 ws 和 us 来 过 示 。 坦 三 个 解 宪 以 二 0 和 
3= 寺 篇 园 心 ,学 和合 等 於 三 的 两 曾 的 公共 部 鼻 中 同时 存在 。 我 们 储 译 : 
下 (一人 Bs 1+et8 mY 工 一 了 十 
+ Ol -oes Py -oa 7—P, 二子 一 在 一 且 1~—2)o 
恨 座 x, B, 和 和 7 满足 不 千 式 1>T7Y>c 十 6， 我 者 可 忆 在 上 面 欧 营 式 中 到 3=1 和 2=0 束 洪 定 
和 和 Oz 的 教 担 。 利 用 从 涉 人 67) ,7 巧 中 的 等 式 人 22 和 下 而 的 简 到 公式 : 
sinzrasnzB=sin gty—asinrty—A ansrysinsty at— ni) 
得 们 注 到 下 本 的 靠 式 ' 
C0) TE-MmIOy- PT (OTB) Pa, BY; 2) = 
=T{oOTIDT ONT Ya BFa, B11- at+B—Y; 1—2)+ 
NT ata olay a Tp ly Bi 下 一 他) 


介 五 章 ”机 性 从 号 方程 了 1 


上 上 式 保 在 1>7Y>a 十 8 的 包 件 下 读 归 的 。 可 愉 恕 到 : 王 票 yx 有 不 是 束 数 , 上 而 的 等 式 乌 
不 衬 。 


102. 翻 上 特 多 项 式 ”现在 要 研究 超越 旭 何 琢 数 的 一 个 重要 的 答 
别 刁 形 。 首 先 ,时 二 阶 久 性 沪 程 作 一 个 一 般 的 山 顽 。 设 有 二 隧 方 程 : 
(71) ow + bw ols}w = 0 , 
我 全 要 找 一 个 缚 数 (2) ,使 得 (7D 式 左 油 前 珊 项 和 f(D 相 滩 合 成 
: OFLA AOROL nm nt ONO 
那 示 我们 就 应 亦 有 ; 
JONOPE roo 


从 耐 eAOFOF LD HH fe) =0 


， Fa) eg BR) 
或 FO toad) ~ ata)™ 0 


所 妇 我 们 可 以 取 
1 

C72) Jo Ta 网 

多 肖 下 步 腑 以 税 我 他 有 : 

Ca p= Os; gee, 

巩 方 程 (7]D) 多 人 : 


£74) pio 二 C2) 凡 二 人 0 
例如 , 滋 藤 高 斯 方程 (区 施行 油 方 法 ,可 以 得 涧 : 
《75) [eC erari-Y el] + apB2r -1(#— era-Yar =0。 


现在 再 入 出 关於 超 起 红 何 航 败 的 一 个 一 般 的 公式 。 刷 分 般 数 (6 人 
# 区 ,得 : 


7 训 符 数 学 孝 。 程 


一 aCat De+n— DBRB+D. ‘CPA+n 1 
: yOTID CY Fn 
(a tn) CB +n) . 
| 


或 


. 1 i 
(16) wn = + DD. te PD 

x Fatn Btn Yt 和 i; 的 1 
就 是 说 ,以 ow By 篇 淮 数 的 超越 寿 何 航 数 (64) 微 秀 % 次 生 等 获 以 xt， 
Btm Yt+n 以 塞 数 的 超越 颖 人 役 数 莱 一 倘 常 蚊 。 因 雍 图 数 ww 信 也 灌 尽 
方程 (75) ,如 果 把 其 中 的 ua 让 和 + 改 需 at +n 和 了 +N 的 新， 邵 


a THN RHA yt 一 
be Ls CD 名 | 


忌 


—— (g++n B+ ln — +e-Yraa® 。 
把 涝 并 铸 式 杠 分 次 ,得 到 另 一 源 等 式 : 
了 


全 A 
人 Es 1) rorl-Ytn 人 
全 S0H+I 全 和 


=— xtn)(B+tn) 


全 {ar™ rnta det 和 WI ]s 


总 nm=0, 49,… 一] 代 天 ,得 到 五 习 居 等 式 。 音 各 上 癸 恒 等 式 
光洁 烛 乘 ,消去 相间 的 因子 以 后, 邹 得 所 要求 的 恒等式 ; 
Cn 2 [nC Dt 一 


—{—DratatD at m1 23+ 
Bt De — 1 Teo, (Chk=1, 2, 83,"), 
Te 中 2 代表 超越 大 何 表 蒜 (6 吉 。 
意 : 一 般 , 考 超越 礁 何 般 上 里 中 的 x 或 8 等 於 负 整训 的 语 , 央 报 数 
ed 多 项 式 。 更 在 疙 们 就 覃 和 落 必 的 一 个 特别 六 形 ， 如 取 超越 的 
四 2534 


草 五 童 ” 穆 性 德 分 方程 T3 


(78) FOE+1, —E, 1; 2) 《we 一 天 十 二 B= 一 y=1), 
其 中 必 是 个 正 整数 或 败 。 而 散 (78) 滴 际 上 认 是 一 由 广 驱 的 和 多项式, 其 
最 高 次 项 sx 的 全数 是 ; 


ECE+2). 83 人 4D CD (Ie Wl 
[六 和 
在 站 式 (7D 中 全 呈 J 11 一 1; 办; 好 a= 十 1， B= 一 站 
ok! 


和 和 了 了 =1, 我 们 得 到 w= (一 1D" 57; 鹏 去 等 式 南 渴 相 局 的 因子 ,可 
得 ; 
(79) Bg+1, —k, ;DO 了 fy [wz 一 1)], 


更 在 引 和 揽 另 一 自 籽 各 xz, 他 和 > 的 天 你 基 : 
(80) ss 
次 时 :=0 和 和 ?=1 的 篇 z=1 和 *= 一 1。 读 
1 一 
C31) 疡 (四 一 (8 十 1， —h, 1; ~ )s 
和 (8 中 ) 式 从 久 ZC79) 式 ， 0 的 并 示 式 : 
C82) P(r)= i -和 [L(x —1) 可 。 
潮 些 多 项 式 必 (o 通 赃 称 得 勒 ' 上 特 多 项 式 。 上 后 我 们 在 研究 球 醒 
烧 的 时 候 进 要 碰 到 他 们 。 . 
现在 深 明 他 们 的 妈 店 基本 性 轩 。 族 数 C70 满 是 一 咎 态 程 , 他 县 由 
方程 (7 有 0 元 进 
(83》 oa=k+l; B=—b, y=1 
的 圭 措 而 得 到 的 ,名 冰 数 C79) 满 是 为 慷 
[Dw b+1)w=0,。 
再 在 各 方 程 中 依照 (60) 式 改 自 炙 数 篇 x, 我 们 看 到 勒 上 特 和 多项式 
总 40) 基 下 列 光 程 的 解 ; 


24 高 等 数 学 数 ， 各 


(C84) g 2 fa- 27) -ED | 48RD PGs) =0o 
航 一 个 更 一 般 的 方程 : 
《85) [a 一 z2) 型] 十 ?3 一 0， 


其中 是 个 套数 。 渤 方程 在 两 青 和 此 >= 士 1 的 制定 方程 的 雨林 都 等 
苏 堵 。 革 事由 方程 的 形 关 不 难 知 道 ,或 贝 休 件 (83) 有 
y—1=0; y~a-8=0, 

因此 也 再 知道 在 2= 土 1 的 制定 方程 的 十 棋 侣 等 座 筑 。 

关 榜 ,在 2= 土 1 有 一 个 是 正则 解 , 另 放 一 个 解 则 包含 灶 散 画 数 , 例 
如 ,在 #5=1, 秘 一 和 解 共 如 下 的 形式 : 

PD+P—Ile—D, 

其 中 五 (2 一 二 和 吓 们 一 也是 有 常数 顶 的 泰勒 航 数 。 由 此 事实 立 列 知 
道 包 含 漳 数 茵 幢 的 解 在 儿 磨 的 奇 办 几 扰 论 如 何必 趋 秦 手 限 大 。 注 意 : 
我 们 在 [98] 中 已 经 提 习 过， 涩 草 定 方程 的 雨 根 相等 里 侨 铬 7-1 必 丰 等 
武 圭 , 故 此 上 有 蛙 必然 存在 含有 儿 数 丽 肯 的 解 。 

加 济 方 程 (85) , 取 其 在 * 一 一 1 篇 正 出 的 解 拉 。 笛 于 和解 治 著 粽 眉 
一 1S2S +1 解析 延 拓 到 ?= + 时 ,一般 , 所 得 入 一 合 对 数 夯 散 的 解 ， 
他 在 各 时 的 值 篇 钴 限 大 ， 但 是 对 区 淹 数 和 的 和 尾 别 业 迄 ,方程 式 C85) 亦 
可 有 在 += 一 1 和 和 x= 二 同时 需 正 则 的 解 , 郎 在 整 倘 好 确 段 [ 一 1 十 拒 
上 得 有 距 的 解 。 还 种 特别 的 数值 是 
《86》 A 二 
对 )* 方程 (685) 就 有 形式 如 PC2) 的 解 。 可 以 用 阴 : 使 得 方程 (85) 在 整 
赵 铺 入 段 [ 一 1, 士 切 上 有 有 限 解 的 太 的 数值 灾民 限 故 (686 而 已。 惑 机 
从 路 。 

担 攻 一 点 蔓 上 特 多 项 式 的 性 立 。 窟 出 当 角 十 个 不 同 的 勒 上 特 才 项 
式 的 微分 力 千 : 


保 五 司炉 性 稳 秀 方程 字 


[sd Phe)] hn PaCt) =0 
TT 
(Cn) 
“a C17 str) 十 和 2) =06 
让 Po 过 第 一 式 ， 也 (oO 汪 千 一 式 , 相 诚 , 然 熏 在 区 间 ( 一 1 十 二 
上 和 视 分 ,得 : 
十 二 十 二 ， 
Ch — hy) [Ww P(e) PC de = 人 所 .@ 生 AE 


-P(e [GPa ar。 
畦 颖 式 右 录 第 一 项 行 从 部 积分 ,得 : 
| ” Pale) -SLL 0) Plo ldn= ， 
= -oPao P| -| -Ps Po)dey 
全 Pao) a | C1-o) PCs) le™ — 全 -a P(g) P(g) dr 
同样 可 得 
[EO RE A 
因此 知道 
Qa—2 | PC) Poar=0 


革 


AT 村 PP ondz 一 0， 《mm 四 
加 勒 了 禾 条 项 式 在 敬 闻 (一 1， 上 1 上 训 焉 交 性 贤 。 如 果 我 的 再 让 筑 朝 
上 特 允 项 式 的 平方 的 舟 分 : 

C88) | ” Peo)dz, 

到 可 知 共 侍 让 不 等 秀 二 故 勤 上 峰 银 项 式 由 笨 正 充 , 但 二 非 桥 疹 画 数 


人 认 舌 攻 尝 要 程 


由 (82) 式 ,利用 羔 伯 尼 瑟 公式 ,可 窟 : 


_ 工 Br = -1 kder+t ly, 
Pre et 本 
,0 O71 — DD* + 
det -lt 2 


最 然 易 知 : 


人 1 人 (一 
dt 


及 1 


0 GG 一 1,9.… 及 ， 


由 此 立 别 可 得 下 面 的 等 式 
C89) PC1)=1, 
现在 我 们 床 彤 算 稿 分 Di 。 利 用 (89) 式 ,可 窟 : 


了 二 1 [A dw —D". a" 多 -Dr" 7 
mI de dx" 


行 轨 部 稍 分 ,得 : 


T= 1 [ dl1(w3— 1 » Tr 1 
《mr dpi! dr 


+1 Gr"— 到 2 一 1 ， CTITIZ2 一 1 
人 dei Or -好 |。 


多 顶 式 (oz 一 T。 贞 = 一 士 1 篇 岂 重 和 点 。 符 他 征 苍 Cn 一 1 记忆 和 
所 得 到 的 多 项 式 仍 以 2 二 土 1 龟 才 点 (一重 )。 因 此 上 式 中 各 分 出 来 的 
项 数值 仿 零 。 喷 络 施行 苍 部 积分 ,每 妇 所 得 积分 出 来 的 项 都 等 黄 稚 。 让 
钱 得 到 |: 
| Pa rs | CD" Sar。 


二 和 人 


z=—1 


CY 2 _1 
但 是 
dnfaa 一 上 "er 2 一 2 3 
dt Adam Fo ) = 12 2 C2n)1 
从 而 


aa .Drars 


策 王 章 廊 性 千代 方程 | 和 


分 =cosp, 得 : 
+1 四 
f GD"dz=(—1)"| sinwnipadp=(—1)"9| Snriigdp, 
-1 网 0 0 
由 [I, 00] 知 : 


三 cs-Draz= (一 Te 2 


Fn? 
代 大 前 式 即 得 : 

、 | 。 
(90) 人 Ceyaz- 志 2 了。 


利用 (82) 式 路 谭 用 巍 负 定理 不 贱 给 明 多 项 式 PCz) 的 n 个 党 回 互 
不 相同 ,而 且 部 在 区 间 一 1《 2< 十 1 的 内 部 。 实 际 上 ,多 项 式 人 2 二 多 
乱 ( 细 一 了 区 , 他 以 = 一 十 1 入 人 一 必 重 霉 加 , 由 罗 生 定理 知 他 温 有 一 夫 
是 4 一 a 在 区 并 (一 1, 二 1) 的 内 部 。 这 些 航 是 他 的 至 部 基点。 其 其 ， 
(2r 一 分 坎 多 项 式 呈 (二 了 "以 z= 士 1 篇 tr 一 区 适 者 点 ,此 外 ,由 蜂 语 
定理 知 沙 有 两 侦 实 需 又 ,个 在 区 卫 ( 一 1) 0) 内 部 一 僧 在 Ca, 十 了 内 
部 。 灯 六 做 下 去 ,可 知 P,(z) 有 ” 个 不 同 的 零点 在 区 测 ( 一 1, + 力 的 内 


部 


03， 夏 可 皮 多 项 式 ” 勒 上 笑 多 项 式 不 肖 是 超越 入 何 航 数 退 入 丽 
臣 多 项 式 的 一 慢 特 殊 情 形 。 现 在 我 个 要 研究 一 般 的 情形 。 引 渤 下 列表 
驯 : 

(91) 7 一 1= Pi atB—y=g。 

瑟 假 发 ?和 《Y 都 是 固定 的 ,大 於 (一 症 的 数 , 又 套数 m 月 和 ? 都 是 实数 。 
要 使 四 越 克 何 认同 有 过 箱 该 入 下 次 多 项 式 , 我 们 亲 取 或 有 等 施 ( 一 个。 
不 兴 普 通 性 ,我 们 可 哉 有 = 一 大 再 出 (91) 式 深 定 上“ 和 了 的 散 值 。 遭 檬 
得 到 的 多 项 式 志 作 : 

(92) 但 让 02 二 CPD 二 十 让 十 一 站 办 十 罗 ， 

蔚 中 Ot 是 任意 常数 。 


8 凋 等 骸 如 就 和 


将 这 超越 严 何 般 数 依 (6 失 式 改 肛 睹 得 到 一 个 多 项 式 ,其 中 尖 的 任 
蓝筹 冬 
(C1) P+ ptotit2.. p+gt2) Cr 
(PED p+). p+ 
再 外 多项式 (92) 库 用 477) 式 ,得 : 
Pltp+torkr ipt+areta.. p+o+ 2 — DQ V2 = 
CD pat a bi0, -dL 
定 闵 常 喜 〇 篇: 
O05= (PHI(p+ 2 (p+h , 


- 


则 对 多 项 式 台 六 成 立 于 面 的 公式 : 


1 
Cm oO=- 扫 六 - 攻 Drrc-Der， 


车 竹 480) 式 以 < 代 *， 员 所 得 x 的 多 项 式 Pi “Xr) 称 篇 夏 可 皮 多 项 式 ， 
他 满足 方程 


TY 
43) oto) TD) = 


党 p=g 王 0 时 基 些 多 项 式 合 放 勤 上 特 多 项 式 , 当 f 一 0 睹 PY (9) 二 1。 
由 04 的 定 闵 立 判 知 道 在 多 项 式 (93) 中 2* 的 傈 数 等 让: 
〔《 一 1 CHITht pg (ptt 
1 » 


而 在 多 项 式 PP 0 中 娠 的 傈 数 靠 臣 : 
m= (PHI ptg tet (ptt2sy 。 
在 我 们 现在 的 情形 ; 
X= 十 g++ 十 1， B= 一 Y= 二 ly 
故 茵 数 (9 分 是 方程 


[i 
nD wp Da —1rw=0 


第 五 章 、 训 性 入 秀 广 可 mg 
的 解 。 耕 (80) 式 将 自 鬼 数 鬼 篇 ?>,， 即 得 夏 可 皮 儿 项 式 所 满足 的 方程 : 
GD Eore) 人 CE) |+ 


十 BD 十 二 5 十 了 CD 一 p77C1 寺 ww? PP D(x) =0, 

在 昌 前 的 情形 下 夏 可 皮 多 项 式 @ 芒 瞻 p 和 q>0 时 巧 下 列 牙 值 也 
是 的 解 。 革 找 万 数 和 的 数值 ,使 得 微分 方程 
G5) [ot | (ly=0 
有 在 轩 各 幢 [ 一 1, 十 打 中 篇 有 和 腿 的 解 。 我 们 所 求 的 和 的 数 簿 是 
C90) 和 A 二 必 十 站 十 站 十 1 ， 
击 当 麻 放 A 的 解 即 夏 可 友 风 项 式 。 

和 勒 上 特 多 项 式 的 情形 一 楼, 我 们 利用 夏 可 皮 多 人 需 式 所 漠 是 的 注 
程 (94) 不 克基 明 以 下 的 等 式 : 
(97) a+ PE eC) PPP =0 ms 由 
因 篇 夏 可 皮 多 项 式 只 此 性 壮 , 我 们 谣 : 夏 可 皮 多 项 式 在 世间 (一 1, 十 1) 
上 堪 正 变 , 其 权 乱 
(98) Y= {1 2 (1 +) , 

和 勒 上 特 多 项 式 -一 楼 , 代 (93) 式 可 得 千 座 : 

oa pit+E-I p+ 

(99) (= 二 二 二。 

现在 我 们 要 计算 积分 : 

L=| -Oro PY oo) dr, 
利用 (93) 式 可 窟 : 
一 入 下 乒 Pi (gw) 二 [CE 一 50 -HoyareTaa 
和 [103] 中 -- 般 ,施行 牙 部 积分 ,可 得 : 


1 rt npiy, 9) 
prod. CTs ed 九 Kw) gy, 


I 


30 六 等 燥 序 数 税 


因 人 篇 ?> 一 1 和 9g> 一 1) 所 以 积分 出 来 的 项 都 等 诅 符 。 加 前， 配 多 项 式 
PP' 22 中江 的 保 数 篇 ax, 间 


I, = Cx Te Yt 1+ J de 
Fo ji 工 (1+z To 


引 滥 另 一 积 太 多 数 4 二 5 人 ; 


1 
Ti ~ or d+ htl 1 a 
由 D1 旨 知 ; 
T= oo 再 (为 十 下 十 工 | 9+E+D) = 


a Tp+h+ Dr 二 由 
= 十 可 二 玉生] + + 
人 TCpiorartm ，， 


或 慷 a 的 值 代 入, 让 利用 [571 公式 (420), 可 得 : - 


q+1 1 
Lt .THRE+DIgtrl) ， 
了 十 十 2 十 1 D+ 二 二 1) 


朗 成 站 下 面 的 公式 : 
(100) a 一 ez(1 二 meEPo nr) Ta - 


rl Tt+pi DIGirtl) 
2 十 史 十 & 十 了 nTn+ptgqtl) 


党 n=0 肝 由 了 Cz 二 外 二 z 了 T(z) 的 关公 知 上 式 右 进 篇 : 


Dr +atl Top+Dray+L) 
TOpII+2) ° 


m=:1,2,.)o 


带 有 一 个 特殊 铺 形 机 注意 的 , 就 是 p=g= 一 喜 的 时 外。 着 于 我 全 
用 下 面 的 起 驴 本 训 演 些 多 项 式 : 
C101) Te) =0, PC (2), 
其 中 Ct 是 个 常数 。 


由 (9 区 式 知 了 C2) 侨 由 下 关公 决定 : 


| TY A _ 
(09) 对 一 雹 寺 国人 站 六 全 -全 [0 一 鸭 二 1， 


弹 王 这 绢 性 的 丑 方程 Bl 
现在 我 们 要 利用 全 (Ce) 所 应 满足 的 微分 方程 来 法 出 通 些 多 项 式 的 
另外 的 形式 。 从 方程 (94) 中 加 p=4 一 一 去, 邹 得 T(2) 所 话 满 足 的 所 
女方 程 : 
(0 、 MTERs [VT | + T(r =0, 


在 衣 吴 点 x 一 1 的 和 定 方程 的 两 根 是 0 入 。 和 第 一 个 棚 畦 廉 的 
解 是 个 多 项 式 , 和 第 一 个 根 对 麻 的 解 风 -- 定 不 是 多 项 式 。 权 找 一 个 并 
式 合宜 的 满足 方程 (103) 的 多 项 式 ,可 草 下 式 引进 另 一 自 饮 数 ? 以 代 =: 
(104) T=C04P eo 

由 被 合 而 数 的 微 郁 规则 知 


代 克 方程 (103), 得 : 


a Teon my 
dp 


避 方 乱 的 解 是 coskp 和 sinkp, 
或 对 方程 403 而 言 , 得 到 的 解 是 ， 
costhareccos ry) 和 rinCk ars eos wy}o 


利 玫 已 知 的 会 式 [I, 174): 


二 六 了 (cosp) 一 人 站， 


COs op = COS gp — ( 立 jeos- [oho 
可 知 第 一 个 解 是 zx 的 和 多项式, 因此 除了 一 自任 意 的 浓 数 因子 外 ,方程 的 
解 可 各 多 项 式 淡 示 的 是 
(105) Tm) = cos(k are eos x), | 
芝 多 项 式 称 篇 站 巴 窑 夫 多 项 式 。 当 p=0 有 时 x=1, 故 知 和 人 1) 一 1 另 
一 考区 ;由 《99) 式 : 


sa 当 称 . 数 有 赦 种 
由 此 可 以 决定 C10DD 式 中 的 常数 因子 : 
《106) Ta) -TP 0), | 

104. 保 角 锯 换 鼻 高 斯 方程 ”现在 我 们 娶 亚 解 悉 高 斯 方程 和 一 僻 
保 角 炙 换 的 则 题 之 时 的 关公, 仍 如 前 禾 假 误 a, 8 祁 Y 都 是 管 数 。 首 先 
阴 谨 高 凑 方 程 (62) 的 解 在 宅 数 平面 上 麻 煤 里 刀 外 的 地 方 不 能 有 转 规 昧 。 
贤 除 上 ,车 施 程 (6 多 的 解 以 2=o 访 高 诬 一 重 的 害 册 , 邵 

Wa) = (m0) =0, 

周 由 方程 人 63) 知 so 一 0。 凋 渤 瑟 程 微分 一 - 京 ， 再 合 s 一 2 邹 得 
"3 的 一 0 焦 生 类推。 但 是 我 们 知道 , 如 果 一 俩 解 针 过 散在 某 点 的 所 
冰 和 台阶 溥 数 都 等 从 寺 的 辣 , 得 画 数 必 司 等 秃 雳 。 屋 筹 长 堆 的 解 不 是 我 
个 所 要 诗 蔡 的 。 忆 上 的 征明 密 放 任何 惨 散 需 解 析 面 数 的 柱 性 一 阶 微分 
方程 部 可 通用 。 刚 才 笨 明 的 精 果 由 195] 的 唯一 存在 定理 也 立 剂 可 以 入 
出 。 


更 在 考察 高 斯 方程 的 雨 个 解 的 商 : 
人 
cm ro 


在 解析 延 拓 具 避 本 区 可 能 以 z=0, 1 及 co 凡 肥 225 办 的 霉 唱 坑 奇 
娘 点 。 和 后面 和 过 种 菊 关 篇 夯 散人 07) 的 日 标 点 。 车 waitkso) 一 0 则 可 肯定 
watzoy 基 0。 意 际 上 ,如 时 
920) = 0, 

天 此 两 解 林 由 下 列 初 着 休 件 决定 : 

at 一 站 Wm) = 

92 一个。 Wa) = a (a 和 B#0), 
由 胜 一 存在 定理 有 

(一 在 i)， 


韶 责 外 Wi 和 和 wp) 非 牺 性 独立 ;但 我 们 必须 假 漆 道 兵 属 是 入 性 狂言 : 
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才 有 讨论 的 意 闵 。 | 

现在 游 察 复数 x 的 上 宇平 面 。 在 迁 昔 通 医 域 B 中 解 本 歼 数 wi(z) 
和 we) 在 佣 术 延 拓 时 没有 青 黑 点 ,因此 都 是 的 单 俩 正则 本 数 。 丁 数 
C10 站 在 上 秆 平面 中 亦 篇 加 什 , 俱 可 能 有 单 概 点 。 现在 侠 朋 夯 数 (107) 
的 遵 粗 在 硕 村 项 册 外 的 地 大 不 能 篇 直 。 如 [TD 24] 所 已 知 ,得 湾 散 可 以 
表示 如 下 : 


芝 sy 0 -J 
(108) dz (03 (2) < ? 


其 中 口 篇 帝 数 ，2p(z) 是 方程 (6 的 中 to 的 傈 数 。 

由 《1089) 式 立 剂 得 到 我 们 所 要 共 明 的 训 。 记 住 单 极 黑 小 不 破 所 要 
换 的 保 角 性 的 训 实 ,我 们 可 以 肯定 轴 数 (107) 奖 区 域 了 保 角 变换 篇 另 一 
区 域 B1, 其 内 部 不 合 支 串 。 现 在 要 决定 区 域 Bi 的 境界 扩 。 

涂 上 守 平 面 中 的 点 > 元 向 实 直上 的 点 za 而 x 不 是 奇 机 点 0, 1 或 
co 暑 , 面 数 (107) 有 -- 定 的 称 限 值 ,昔日 在 z 征 点 亦 篇 正则 。 央 此 他 在 
密 赤 上 三 答 妇 
(109) (~, WD; (0,D; (loo) 
的 内 部 均 壳 正则 。 现 在 证 明 当 z 赵 认 菜 一 再 轴 点 隋 面 数 (107) 也 有 一 
定 的 权 限 秆 。 试 以 :二 0 得 点 篇 例 。 

首先 ,解释 一 件 以 后 常 要 用 的 事实 。 识 代替 w1(2) 和 wa 四 我 们 另 
到 方程 的 雨 个 互相 独立 的 解 HC 力 和 好 (z)。 他 们 可 忌 起 示 得 多 前 责 秀 
的 搬 性 丙 艇 : 


2 = Tt 2 5 
WWE) gD + Ay Wa 2 
其 中 
Q11 gn —d1s Cal EO 


也 新 的 艇 作 新 的 茵 烟 下 《 冤 
+ 有 一 W022) Ca1 IC) Tonal 
本 全 (2 i 


8 高 于 数 学 元 程 


(2) 一 fol tas mC) 


琵 十 az 
就 是 鹃 , 当 和 07) 式 中 两 独 立 解 的 取 法 多 更 上 时针 麻 的 画 数 9D 和 他 (人 
之 天 可 档 一 行 玛 式 不 等 藉 老 的 分 式 称 性 碗 换 互 相关 瑞 。 

现在 回 颜 来 研究 西数 (107) 在 2=0 的 沸 域 中 的 情形 。 裔 取 包 互相 
独立 的 解答 : 
wi = Fa, 8B, Y; 0); 


1410 

7 uaa TT Par1l-Yy, BTl~Y,2.-7; 区。 
然 是 . 

(111) nO mr tl BT1-Y, 2—Y; 2) 


Fla, Bsy ;区 ° 

上 面 的 式 子 可 以 汪 榜 来 了 解 他 : 画 数 (在 z==0 的 都 城中 由 (11) 
式 定 闵 , 然 伏 大 解析 延 拥 在 整 偶 竺 平面 8 中 单 什 地 完 双 定 闵 起 来 。 由 
人 11) 式 立 齐 可 知 , 例 如 

7950 一 0， 若 zo0 而 7Y<1。 

如 果 男 让 避 取 南 个 互相 猫 立 的 解 , 剧 对 麻 的 站 (2) 可 藉 (111) 的 医 数 
筋 式 烙 性 地 表示 出 求 ,因此 党 2-30 时 也 有 一 定 的 福 限 值 。 

现在 证 明 画 数 人 (107) 将 实 轴 上 的 很 眉 (109) 罗 篇 圆 弧 。 疏 陈 上 , 例 
如 洗 狠 展 《0, DD), 在 其 内 取 一 点 zo 。 以 在 zo 的 摇 始 条件 来 梁 定 十 解 
Wu( 字 积 W229 ,得 温 些 条 件 必须 要 使 wz0) 和 tdi(z0) 都 是 实 籼 纺 =1, 入 。 
因 需 高 斯 方程 中 的 侨 娄 他 部 基 实 的 ,所 以 wi( 罗 和 waz) 在 z6 的 券 城 中 
可 以 下 示人 篇 其 实 尺 烧 的 泰勒 级 数 。 温 十 个 解 沿 着 和 综 段 QQ, 了 的 解析 延 
拓 题 然 亦 可 崇 示 篇 只 实 保 数 的 泰勒 般 数 , 换言之 , 对 於 如 此 哆 取 的 和 解 ， 
画 散 %o 在 缘 奴 40, 坊 上 取 实 数值 ， 故 将 上 星 烷 自 变 得 实 轴 二 的 另 一 条 
段 。 导航 所 有 其 他 的 渤 取 法 新 的 粹 骨 90z) 可 由 此 特 加 的 2) 算 过 秀 
式 舟 性 攀 换 而 得 , 但 分 式 粮 性 名 换 将 实 轴 上 的 你 段 灵 售 图 强 ， 因 些 知 
遵 画 散 《107) 将 (10 拉 中 每 -作息 的 需 一 贺 红 。 

我 全 再 看 看 解 ww 四 和 wat 四 在 贸 段 (0, 思 中 取 宝 值 的 情形 。 浆 用 


第 三 合 棕 性 德 臣 广 往 人 


《108? 式 可 知 西数 (az) 的 少数 在 这 称 民 上 不 变 号 ， 名 (Cs ) 在 演 牺 起 上 
是 :的 单调 画 数 。 搞 阁 之 ,党 z 以 一 定 的 方向 跑 轴 娘 段 (0, 们 时 (区 亦 
以 一 定 的 方向 中 过 加 座 的 入 如 。 注 意 : 尖 时 za 也 可 能 哆 双 无 限 可 点 ， 
因 短 和 60, 六 应 的 (2z) 的 轩 咏 可 能 是 无 限 牺 眉 。 此 外 , 有 峙 演义 段 
逐 可 以 自 相 重 肥 。 一 般 , 若 (0107) 式 中 的 十 独立 解 傈 任意 选取 ,有 则 当 = 
只 一 定 的 方向 兹 苛 自 (0, 了 进行 时 ,7(a 亦 以-- 定 的 方向 治 园 红 进 行 ， 
有 有 时 多 外 (0, 1 可 能 不 是 和 国 周 的 一 部 分 相当 询 * 而 是 和 自 相 重 权 的 全 
部 醋 癌 得 光 应 。 
”由 所 有 上 以 上 的 窒 世 可 得 下 面 的 箱 困 : 夯 数 (107>, 即 商 斯 方程 的 甫 
个 独立 解 的 商 ,时 上 第 在 面 保 角 可 换 篇 云 眉 轩 强 所 图 成 的 区 域 ; 换 哇 
之 : 朗 一 个 驱 三 角形 ; 且 其 内 部 不 包含 支 赋 。 现 在 要 尖 定 泪 继 三 角形 的 
谐 角 。 识 此 三 角形 的 一 看 器 4 与 :一 0 刘 净 。 取 (110) 式 中 两 解 需 基 本 
解 ,假若 站 <1。 回 到 公式 (111)。 在 :二 0 的 阁 域 中 当 z>0 时 如 果 假 袖 
argz 一 0， 则 ?2 人。 梳 善 z= 0 超 涵 上 守节 面 以 和 后 ， 我 们 有 ArgZ= TT, 
从 而 argz-? 二 x (1 一 7), 浊 时 (111) 式 中 的 分 式 党 = 拓 震 甚 近 竺 取 实 值 ， 
且 曙 工 其 近 。 因 此 坑 ?<1, 出 在 mC) 入 曾 上 得 到 十 休 站 穆 , 其 一 从 原 
点 沿 正 贤 币 方向 前 进 , 另 一 在 原点 奥 他 碾 x 一 7) 的 角度。 车 y>1， 
若 可 不 取 (1 式 的 比值 而 取 其 俩 数 需 79C。 因 此 当 秀 这 榜 园 取 的 基 
本 解 我 们 的 站 三 角形 中 与 *=0 对 永 的 顶 角 需 11 一 |。 党 基 本 解 的 亚 
取 闪 更 时 ,新 得 到 的 弧 三 角形 可 由 前 述 的 强 三 角形 交 迟 一 个 分 式 乏 性 
交换 而 得 到 ， 因 往 和 过 种 楼 换 是 名 角 的 , 所 愉 在 一 般 的 形 形 和 z 一 0 对 询 
的 硕 角 4 的 大 小 也 等 藤 r[1--y|。 同样, 可 忆 壬 出 弧 三 角形 的 对 应 认 
z=I 和 ?二 co 的 其 他 请 硕 鱼 的 大 小 依次 等 艇 zr|y 一 2 一 8| 和 二 | 户 一 2|。 
如 同 所 有 的 保 角 鬼 换 一 样 , 话 角 铀 的 次 序 可 由 下 面 的 事实 决定 : 序 当 z 
沿 实 轴 向 正方 向 移动 时 , 7( 扩 沿 弛 三 角形 境界 上 某 一 方向 进行 ) 沉 使 得 
皇 角 形 的 内 部 在 其 左 湿 。 


a 


%3 高 等 昭 内 族 各 


人 


用 5 来 滋 。 注 半 : 这 性 质 汪 必定 方程 的 两 服 之 痊 等 放 需 《两 国 呈 相 屿 ) 
或 整数 降 也 有 虑 立 , 玉 明 从 聊 。 

反 允 水 ,我 们 可 驴 改 明 : 任 一 贞 图 张 所 图 成 的 三 骨 形 , 郎 使 是 多 莫 
的 也 好 , 窗 又 其 内 况 及 境界 入 上 不 合 支 点 , 恒 可 以 出 项 党 议 取 杖 数 =， 
有 ,7? 以 税 和 的 高 斯 方程 的 某 雨 个 独立 解 的 商 式 将 上 和 什 和 再 面 保 角 夯 换 而 
得 。 特 列 , 通常 的 丰 青 三 角形 也 是 强 兰 角形 的 一 个 特例 。 温 时 完 底 织 
角 多 换 的 画 散 可 习 取 得 特别 简单 ,就 是 克利 斯 多 夫 积 分 。 

105， 非 正则 交界 点 现在 我 他 炉 到 非 正 则 表 轩 菊池 成 中 解 的 下 
示 的 辣 题 。 和 将 自如 数 施 行 和 分 式 物性 凯 换 以 生 常 可 使 过 亲 暴 吕 成 篇 揪 限 
这 点 , 避 答 我 们 就 假设 乱 限 连 是 县 非 正则 河 办 点 。 设 方程 篇 

wp 9 w= 0 , 
和 如果 杀人 和 4 引 (2 在 然 限 这 点 的 痢 近 有 如 玉 的 展开 式 : 
C112) p= 号 稚 ; 4)= 吴 此， 
期 让 [89] 知 壮 点 是 正 期 音 暴 第 。 现 在 箔 们 要 很 设 全数 p(2) 和 9 人 9 的 
展开 式 不 是 112) 的 形式 ,但 人 芒 假 会 pC 和 9 在 詹 限 这 点 帮 城 中 的 
展 起 式 不 含有 : 的 正 数 办 ,就 是 襄 , 琴 考察 下 列 形式 的 方 稳 : 


GH3) oo+ 瑟 和 人 + 全 二 多 二 je=0 
其 中 傈 数 go, pe 和 六 至 少 有 一 个 不 笑 放 车。 如 暴 我 俩 查 想 使 式 榜 仍 ; 
Cd) w= (ct ore (eo 人 OD 
的 男儿 成 篇 沪 程 (13) 的 形式 上 的 解 , 那 末 以 此 代 大 (C11 人 0 的 左 渴 ,结果 
突 有 一 项 合 z 的 , 即 和 ma。 由 此 可 和 郑 , 车 而 关 90， 划 方 程 (1 要 以 


《1 多 息 形式 上 的 解 允 鹏 不 可 能 。 要 想法 去 扩 傈 散 ju 可 着 下 式 引 选 另 
一 未 知 夯 烤 v 以 代 必 : 


电 一 六 :0 
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从 而 
一 85 Ay; 0 = ty 
代入 (13), 得 到 另 一 汾 程 


人 (24+Taot 于 十 -中 - 十 …)w+ 


+[e+aggd bd 0 1 aan+t+ by + ) 0 


2 
录取 & 使 满足 个 性 


(C115) 二 a 二 bo 0。 
赔 最 钱 所 得 方程 篇 : 
C116) w+(2a 二 Go 十 生 十 如 十 …)w 填 
0 (B= a0st bs), 
潜 中 是 方程 CI) 的 -- 根 。 浊 方程 是 可 以 形式 上 税 C114) 所 满足 的 。 
于 分 全 一 2 
划 有 有 


w=2 0 priy; 一 知名 十 2pzpr1o 二 PP 一 起 220 
代 太 (116) 式 即 每 丽 数 ， 的 方 各 ; 
Ci17Y vo =0, 
其 中 


A -合十 全 二 


eco 二 于 各 Cp—D opt 


(118) 2) 一 


cap+ ph’ qa 二 
| 和 -人 十 2 Hm 


浑 在 决 害 p, 合 得 保 圾 10 好 中 不 合 二 : 的 项 ,就 是 使 p 满 下 下 面 的 修 任 : 


ci |- -人 amb 
C119) 20a BD psism 


83 党 答 基 淮 匮 在 


到 募 我 休假 珊 儒 芭 ) 式 的 南 根 不 相等 , 町 此 2 十 mm 天 0 。 
泗 答 ” ?我们 吏 在 得 到 的 方程 是 : 


(120) wt (Qat a, 二 2 二 时 于 于 


二 po Dot 十 Cap 二 的 + 


四 


溢 方 程 是 可 及 在 形式 上 蕉 下 面 形状 的 夫 数 


C121) 4 一 @m 十 全 二 加 十 … 
所 满足 的 。 


将 (1 了 式微 修 , 伐 大 人 20) 开 的 产 沈 :利用 未 定 刁 攻 法 可 得 一 系 的 
访 程 , 由 这 些 方 可 可 以 逐 和 此 的 庶 定 591, 62，…, 和 但 co 牢 是 妊 瘟 的 常数 鸯 
亏 。 渤 些 方 程 的 第 一 个 是 : 

一 (2x -eam 二 [per 一 PP 十 下 jeo 一 0。 
由 站 


199 ci Dotarsth 
(122) 2 -ry 


是 黎 汰 认 方 程 (113) 得 癌 画 炽 w? 的 展开 式 ;: 
(C123) A OR (GE 十 小 
渤 旦 方程 0113) 的 形式 上 的 解 。 如 果 一 深 态 种 (Tt 的 形 根 不 相 学 , 靳 
束 利 用 每 一 个 视 我 们 可 避 帮 上 述 沪 法 作 革 一 榈 形式 如 (128) 的 级 数 玉 。 
但 是 ,一 般 而 论 , 寺 家 名 吧 访 尾 们 的 2 部 是 发 散 的 。 
罕 一 个 特例 ,了 到 方 存 


C124) 到 “| (CO 
现在 可 届 < 一 p 一 0 。 以 形式 如 C12D 的 般 能 代入 方程 人 124) 的 在 
浪 , 我 们 得 到 如 下 前 沈 定 低 改 的 公式 : 
trent lnet blo — ni ocr=0)o 


组 五 章 六 性 剖 芬 疗 伍 B89 


ee 


作 般 散 (121) 中 站 痢 寺 项 的 比 , 利 用 上 式 可 往 : 


+ 6 NNR —nato, 1 
和 
直 此 立刻 知道 浊 贡 任何 的 > 值 上 看 的 比值 与 n 同 睡 趋 基 天 窗 大 ， 多 而 
无 帘 极 粘 (121) 狼 性 何 的 > 此 篇 发散。 
局 然 看 来 ,似乎 (133) 式 中 航 黄 的 发 散 性 已 伍 讲 了 二 展开 式 的 一 切 
价值 了 。 但 是 我 们 仍 棵 可 以 君 到 ,他 基 可 以 用 水 和 表示 方程 (113) 的 解 的 。 
要 襄 明 澄 个 率 实 ,我 们 需 发 引进 一 个 新 的 概念 , 印 画 数 的 渐 近 腾 脂 式 。 


EE 


再 消 方 程 (115) 有 重 根 的 情形 。 和 溃 睁 2x 十 om 一 0, 方程 以 16) 顽 需 : 
wt 时- 扣 +…)w=0 
引进 舅 一 自 搂 肯 1 二 ~ > 以 代 7z, 得 到 方程 : 


201 一 1 29 2 Oy 
0。 


二 (4 到 十 全 后 w—0。 


必 利 牧 分 方程 而 阁 ; 二 次 方程 (415) 多 篇 : 二 4 如 一 0, 如 时 前头 9, 则 
对 方程 (135) 有 和 从 前 一 榜 的 情形 , 即 a 的 丽 根 不 相等 。 如 果品 =0, 那 
末 1t=o0 识 是 方 各 (125) 的 正剧 奇 蛤 蒜 。 

106. 汉 得 展开 式 ” 均 有 无 宕 狼 籼 


(126) 0t 皇 十 名 ++…， 
专 癌 (2 宫 示 其 首先 m 项 之 和 : 
(2 一 co 十 至 十 “十 名 二 a 
好 区 收 襄 的 音 著 国 是 党 ” 无限 二 大 上 肝 S,(%》 有 权 限 。 现 在 我 们 来 
必 另 一 方面 的 研究 : 把 四 定 而 会 2 沿 一 定 定 站 好 工 趋 秦 揪 展 。 粹 黎 
我 们 常 取 浊 宇 宕 入 租 正 实 轩 , 邹 常识 z 记 0。 
根性 有 一 西 散 j() 定 发 在 工 下 , 且 对 任何 办 定 的 7% 涂 2oo0 陆 


0 高 人 管 数 学 吉 黎 
OA 

是 比 二 阶 数 更 高 的 急病 小 , 就 是 喧 , 凑 f( 四 一 5.( 罗 是 个 比 BO 让 
最 熏 一 项 队 数 更 高 的 锈 密 小 。 适 条 件 可 以 用 下 面 的 式 子 来 者 示 ， 
C127) lm [fC —S. CD 12 0 CELE) 

爱人 条件 成 立时 我 们 赦 级 数 (126) 是 郴 数 ,72 在 工 上 的 潮 近 展 并 
式 ,起 作 : 
(128) f(D) ~ot 于 二 星 +…。 (在 I 上 ) 


Cn 
2 


国 篇 二 21 0 内 2? 偿 件 人 27 7) 村 下 式 相 摇 : 


im 上 fe ii Cn [an-1 
0) -0 
例如 ,党 二 0 时 , 玲 察 由 下 之 粹 共有 所 定义 匆 码 数 : 
{180) flr) = tler-t dt, 
运 砍 施行 分 部 夸 导 可 入 : 


一 -lm = 一 
FD ds 


EE 


C181) 1_1, 21_ 31, 


利用 比率 剂 定 社 电 各 运 科 迷 革 认 任 们 的 2 此 种 己 散 , 现在 奖 座 表 他 就 是 汲 台 (130) 的 六 
近 居 形式 。 我 科 有 : 


mE 
7 一 名 oa 一 (Da Sr dt, 
_ 国税 +>z 蕉 写 和 画 数 让 的 ez-+ 包办 0 让 上 之 加 , 硅 过 站 于 除去 ; 即 得 : 


fo) Sa nD 


sil 


由 枉 可 知 媒 件 (1291? 显 扰 碟 这 ,从 测 


pr 1 1 2 8 ， . 
《82 本 ee 


评 有 浙 辽 展开 式 (129)。 党 =I 计 做 忻 (127) 度 篇 : 
lim[ (2) —e0l =0, 
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Bn t= lim f(z)o 
其 砍 , 潮 俱 件 党 %=2 蛙 是: 


se/ -oo, 


俊和 而 = lim[ ft) ez, 
一 般 , 跑 亦 : 
(139) olim | 70% (tr) 


如 果 渐 近 展 天 式 存 在 的 庆 ， 那 未 天 些 民 式 就 唯一 地 决定 了 晓 因 式 
中 的 公 数 。 因 此 知道 一 个 画 区 的 濡 近 展 开 式 苞 可 能 有 一 屈 。 

就 在 于 将 入 +>>0 上面 考察 画 数 (*。 和 如 我 们 所 知 ; 沸 蕉 任何 的 nn 有 

lim ee"=0, 

就 是 脱 ， 画 数 e”? 在 牢 直 摇 X00 上 的 浙 近 展开 式 是 of*~0。 央 此 , 假 
如 画 烤 Fe 在 中 让 各 *> 0 上 有 潮 近 展 眼 式 的 话 , 关 未 醒 散 (2) 十。 
就 有 和 了 同样 的 潮 近 尾 葬 式 。 所 以 我 们 关注 :在 醉 数 f(z?) 上 沃 加 一 
项 出 zz 的 性 何 负 整 数 逢 都 诚 少 香 快 的 e” 证 不 会 磷 更 入) 的 狐 近 翌 有 此 
式 。 ， 、 

利用 并 近 展 王 式 的 定 久 可 以 寻 明 半 近 展开 式 的 逐 项 相 滋 和 深 项 生 
秃 的 规则 ,名 车 : 


OD~ 匡 信和 v= 吴 朗 ， 


如 Op ~ -tot 
. 2 
同样 ) 洛 fy a 三 过， 
pr ~ 2 了 
则 『 fdaw SE pre 


- 体 明 和 从 略 , 因 壳 由 渐 近 展开 式 的 定 著 立 剂 可 得 。 
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可 以 条 明 (198> 式 中 的 胃散 是 时 一 面 数 的 渐 近 展开 式 ， 印 存在 方 本 
:II 人 的 解 Go) 对 疏 他 在 衬 讶 烷 >>0 上 成 立 下 面 的 渐 近 展开 式 : 


a ‘ 站 
ae 2 ca 十 也 十 莹 十 re 


我 们 在 下 面 扰 饰 中 就 要 滋 藤 方程 (L113) 的 一 杆 特 别 情形 , 朗 党 上 >2 
肝 a 和 所 都 等 艇 零 的 情形 , 症 明 各 件 乾 实 。 塌 此, 我 们 要 用 一 种 特别 
的 办 法 求 方程 (113) 的 解 , 序 求 轴 方 程 的 路 策 分 形式 的 解 。 首 先 拒 们 要 
研究 如 何 藉 助 耸 路 积分 来 类 微分 方程 式 的 问题 。 

在 所 有 以 上 的 佬 述 中 我 们 假设 当 : 沿 基 一 牢 直 禾 工 赵 巩 钴 限 过 时 
休 件 4127> 成 立 。 如 时 当 : 在 革 一 局 形 区 域 中 趋向 无 限 速 时 直人 条 件 成 
立 的 话 , 剧 移 在 此 局 形 克 域 中 成 立法 近 展 隐 式 (128)。 

芭 7， 拉 普 拉 斯 叶 换 ”考察 方程 


b 
w+( gat 于 a +(B+ 7 ) w=0, 


或 以: 乘 之 

(134) we 二 twos 二 ow CbozT hw = 人 0 
现在 要 拷 导 方程 的 具有 下 面 的 形式 的 解 ; 

(185) . w (y= | ,os erds, 


其 中 “QD) 是 > 的 未 知 而 数 , 1 是 典 z 无 关 的 未 知 积分 道路 。 了 月 放 > 徽 
分 ,得 : 


《1367 w=f 全 人 2889 da'; ap {Fy = | va eer te 
以 ? 节 (135) 式 丽 兆 ,再 行 分 部 各 分 ,得 : 
md (2) = | wa) de 一 [oe en] 一 ee de 


其 中 始 虑 [kz7]， 
表示 党 ” 走 完 株 路 ! 以 后面 散 kz ?所 得 汉 的 改 纲 盘 。 同 样 ,我 们 有 


促 王 章 ”起 性 短 牙 三 各 D3 


al ， 
RE = [vt Ye! -| 3) [egel er de 


和 0 Dolo)ar eel | SY eras 
首先 我 们 肥 求 24z) 满 是 下 面 的 条件 : 
{137) [vecad C2 "Foo2 + doNe]i=0 


将 点 上 所 得 禾 烙 果 代 及 方程 (134) 的 在 沈 ， 由 (137) 式 知道 生 分 出 
水 的 项 等 租 零 ,因此 得 和 下面 的 汶 称 : 
| dv) 人) 
并 ta dz 二 有 


一 Cd2rf2 门 一 


—b ve” az 一 站。 
假如 一 赖 ?cz 满足 方程 
(138) div ye +ao dv ya] 十 了 dla) -ars) bv d=0 


的 语 , 那 末 前 全 的 铂 秀 方程 自然 也 福 是 了 。 
考察 二 次 方程 
(139) 2" 二 to 十 bo 二 昌 ， 
还 就 是 古 程 (115)》, 意 假 斌 他 有 雨 个 不 同 的 报 ar 和 as。 由 疙 程 (138) 有 : 


1 av 0 
CT CE 


或 总 刻 景 简 分 式 : 
1 av po—i #1 
C140) v ds zo—al + 了 一 2 
和 二 (有 一 go 十 (Ce 一 om ; 
其 中 1 1 mee 1 


六 二 foa 一 的 me 十 (而 一 Go) + Coan. 


A 1 


易 一 方面 ,由 二 次 力 程 (139) 得 : 


Ql m= oy 


34 凋 等 数 淮 教 。 稚 
上 则 了 和 9 的 汞 示 式 这 可 慌 窟 需 : 


QI 十 有 ，， ig 十 总 
C141) 2 2c1 do 2nsT to 9 
刷 I(CT197 式 比 喜 , 知 道 
(C142) P= 一 Pi 和 一 一 Pay 


英 中 pi 入 1 pz 是 pp 的 十 详 不 同 数 秆 , 保 由 方程 (113) 的 不 同 症 起 or 和 aa 
麻 (1i9) 式 而 得 到 的 。 


移 方 程 (440) 积 分 ,得 到 : 
《143) VN = OE a) 一) 
稀 南 汶 程 (L349 的 和解 是 
《144) w=0 人 (2 一 的 2 一 Glen 
关中 是 剑 窜 澳 训 , 又 由 C13 力 开 (143) 知 称 路 1 感 训 江 是 信 信 
(145) [GC 一 cz 一 02)9e7] ,= 0, 


103. 解 的 不 同 丑 取 法 ”用 不 同 的 方法 移 取 满足 条件 (145) 的 铬 路 
六 我 们 可 以 得 到 污 程 (134) 的 不 同 的 解 。 和 和 具 塞 风 沪 程 一 入, 吉方 程 凡 
2 一 0 篇 正 出 奇 界 涉 , 以 ?二 oo 需 非 正则 这 里 融 。 在 2 二 0 的 制定 沪 程 篇 

ptp—D Tap=0, 

他 的 前 根 是 p:1 一 0 和 Ps 一 1 一 ai， 需 简单 起见 ,假设 1 一 ol 不 是 正 整 散 。 
过 笠 , 方 程 (134) 的 一 个 解 是 在 * 一 0 需 正 用 的 醒 数 , 过 解 在 全 下 面 上 斌 
点 形式 需 
(446) 1+testeat 
的 般 喜 来 求 示 。 

首先 , 话 男 如 何况 取 粹 分 入 路 !， 使 得 (144) 式 怡 奸 就 是 址 个 在 原 
点 篇 正 出 的 解 。 

《1 和 起 的 改 芋 分 画 虎 马 2 一 和 ?= 所 篇 青 显 由 。 一般 而 裔 , 姐 
些 奇 恒 鄂 同时 也 蚌 支 点 , 因 需 ,一般 9 和 9 间 非 束 败 。 和 从 正 胡 向 簿 
?二 得 点 一 过 以 德 ， 被 各 分 商 数 竺 到 一 个 梁 数 er 了?" 一 ez 而 稿 


久 五 章 ” 镍 任 给 牙 方 各 她 
2 二 5 一 通知 他 得 到 一 个 生 散 e019" 一 ew 以 稳 我 们 常设 pp 和 4 世 
非 整 骸 。 

在 至 面 工 取 一 有 限 点 zo; 而 不 是 mi 和 ao， 和 wo 出 发 分 别 纺 通 om 
和 oa 的 团 入 路 依次 计 篇 记 和 记 。 

及 记 吻 (hs) 下 示 由 下 列 更 路 构成 的 娘 路 : 先 沿 六 的 正方 向 走 一 
调 , 再 沿 43 的 正方 向 雯 一 退 , 百 沿 的 贷方 向 走 一 过 ;最 重 双 测 如 的 久 
方向 走 一 近 。 址 完 第 一 休 强 路 肉 熏 图 黄 (143) 得 到 痫 数 9"。 走 完 第 二 
休 环 申 以 馈 他 得 到 来 数 e192", 走 洁 第 三 休 至 路 熏 特 到 过 数 e 2 最 钱 ， 
走 完 第 四 休 环 路 时 得 到 缚 灿 er'， 通 柑 , 最 后 加 到 z 时 男 散 (td43) 也 
园 漳 符 和 出 发 时 的 同一 区 页 ,因此 车 取 i 篇 阴 稳 只 (t, 5), 出 了 满足 休 
件 (145, 答 而 (14 仿 式 中 的 避 (D 就 是 方程 (134) 的 解 。 法 意 : 如果 我 们 
取 ! 条 不 包 舍 被 积分 面 数 的 奇 暴 点 wl 和 oa 在 其 部 的 团 稳 路 , 那 末 稚 
稿 分 国 散 当然 阻 回 到 他 的 始 值 , 但 由 色 犀 定理 知道 治 著 遵 种 闭 娘 路 的 
乱 和 分 (144) 必 等 识 震 , 故 得 不 到 方程 式 (134) 的 解 。 我 们 现在 所 取 的 入 
路 则 是 交 郁 过 奇才 周 而 画 散 尺 能 回 到 原来 支 页 的 。 

涝 榜 , 我 们 的 解 就 是 
{147) 00 2) =0f,,, (2 — a 1 oa) er dot, 

变数 * 位 太公 部 在 有 限 距 崩 之 内 的 贸 夏 上 , 故 可 将 e* 福成 裔 散 的 


6 一 立 gt 3 
io i! 
过 般 数 在 积分 炉 路 上 篇 一 致 收 做 。 代 大 (147 式 然后 逐 项 稿 仿 , 序 得 ; 
《148) wo) = 0 记 言 | ye — dP i — cn) i dr, 


其 中 口 篇 任意 常 铅 ， m3 人 册 来 的 角 人 好 吉 是 在 虹 由 太 正 用 的 和 


ET 


我 们 袜 要 注意 下 面 的 事实 好 了 ; 党 了 和 9 不 者 是正 北 数 时 这 解 不 会 恒 
缮 诅 堵 。 
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易 见 (148) 式 中 的 积分 数值 和 出 发 中 2 的 选取 扰 关 。 溃 事 赛 可以， 
矫 色 压 定理 融 明 之 , 因 篇 未 完 狂 路 C1, 19) 一 通 己 和 后 我 何 仍 回 测 男 数 的 
厚 球 支 页 , 故 可 视 (ai) 坊 于 和 株 路 , 因 胰 引用 勾 犀 定理 也 是 洁 全 合法 的 。 

现在 我 们 置 一 所 特 吕 情形 ,中 党 了 PP 和 了 的 鹤 数 部 芬 都 大 页 过 的 情形 。 假 底 和 位於 直角 
般 isa -上 吃 证 点 的 闭 近 , 红 基 个 以 训 篇 中心 的 小 国 , 大典 度 亲 裔 zol 和 一 个 以 aa 党 四 心 
鸥 小 置 榜 成 ,其 中 站 娩 段 sozl 者 热 要 径 抽 两 次。 我 是 要 路 蚂 富 刘刚 个 加 的 宇和 和 铬 限 事 小 时 
在 图 岂 上 的 丢人 共 散 逢 都 栓 藤 罕 。 吕 忆 中心 党 zi 的 加 周 篇 仿 , 需 季 宪 起 蕊 息 起 2 基 实 球 ; 电 
企 伍 他 噶 武大 於 署 。 佣 町 的 中 智 优 5。 在 壮 男 周 上 被 稿 乱 酷 数 可 估 庆 铝 下: 
和 一 GET — Fl = Pt es ca) mt| < et 
其 审 时 是 个 正常 鼓 。 测 要 在 庆贺 同上 的 准 个 积分 可 侍 如 下 的 居 计 : 
= pa nis ona Td [< 1M 2x er Dx MM, 


内 此 立刻 可 知道 禄 号 抽 = 局 时 赵 朴 妈 . 训 共 入 措 获 Pp 二 -Fips, D1>0, 我 们 有 : 


| (如 一 Mn-1| 一 = | ea 加 有 1 -m1)| = -a .Ps Ar 


豆 | — #71 = 5-1 es Ar re.), 
同 庚 可 得 所 筑 的 千 翰 。 

证 样 ,就 上 上述 的 税 贡 足 术 而 首 , 洪 面 局 的 夺 分 可 愉 莫 职 极限 而 暗 去 ; 取 钱 在 加 上 的 入 人 牙 
训 色 皮 丙 zi 河 直 椒 银 Xx; 移 牙 到 co 槐 遂 as 道 熙 ,的 蕉 又 许 隐 桩 陛 回 到 中 。 

拥 性 蕉 蕉 从 巩 获 簿 通 xt 和 oa 所 得 到 的 乘 数 , 当 走 解 (td47) 即 得 到 下 面 道生 束 ; 

Wor) = Cet2rtil oss) fe — a)p-l(a'— ae) -le da' | 
十 Geaaz -DD (nls ra) -1 es da 

臣 to(2) =— CCePst— 1) (en2ri— 也 ear — a) -less ar 

观 王 和 3 都 划 整 数 , 将 上 式 而 遗 积 千 前 面 南 因子 作 肥 常 骆 如 由， 我 合葬 在 就 可 季 方 程 
134 的 正则 ( 主 原 点 3 峡 稍 晶 地 用 名 慨 aaas 上 的 牧 忠 求 设 示 : 
(149Y inf 人 of” EE 一 aase-18zar 人 ar 

温 一 本 时 委 际 上 基 世 友 就 可 忆 得 到 的 。 因 篱 若 忆 和 的 宝 数 部 息 痢 大 郁 竺 ,期 革 过 一 中 
种 名 = 区 及 (14 了 式 方 播 天 中 的 配 数 喜 热 筹 盐 圭 , 政 可 取 了 上 沪 粮 辽 mo 省 机 就 担 到 了 (4 细 
或 。 间 在 于 翰 归 中 我 情 萌 测 丰 用 到 和 了 下 是 吾 殴 的 事 帘 。 

瑛 在 再 回 浏 一般 的 和 情形 。 注 次 : 如 果 业 牙 路 乏 滤 取 一 个 环 路 后 或 
还 末 ,一 般 而 论 ; 精 分 的 菇 值 就 和 出 发 点 wm 有 并 , 当然 也 不 是 方程 
\ti34) 的 解 了 。 恰 是 我 人 可 以 通常 的 愤 取 zo 和 粮 路 五 或 5 使 得 稿 分 
仍 冀 是 方程 4134) 的 解 。 


第 反 章 ” 贸 性 签 牙 方程 ED 


”点 德 常 现 = 塌 正 数 。 在 过 条件 下 ; 井 = 如 下 地 超 冷 斤 限 过 ,使 得 他 
. 的 实数 部 分 秘 詹 (一 <o)， 向 卡 数 部 分 常 乱 有 界 [过 时 我 们 项 = 趋 欣 
《一 o0)j, 剧 可 知 . 
C150Y Co — an)? (as) gr 
必 殉 伶 履 。 畴 此 车 取信 篇 雨 问 在 Co0) 而 环绕 a1 的 牺 路 , 荐 在 洽 穆 踏 
的 南端 (150) 式 中 主 数 的 值 乱 零 , 英 是 条件 (145) 满 下 ,而 在 渤 乡 路 上 的 
” 和 项 分 就 是 右 程 (134) 的 解 。 闻 楼; 著 取 太 乱 从 (一 <o) 出 发 逢 正方 向 线 浊 
a 然 德 再 同济 (一 cc 的 级 路 , 则 可 得 方程 (13 人 的 第 二 个 解 。 闹 出 来 就 
是 ! 


Ga) 六 (2 一 Ge- AP 一 ga es col 
rs CY) =| Ca — ga) le so 

匆 积 分 夯 散 以 > 一 上 和 2 一 0 
佑 支 则 。 要 使 他 成 驻 单 箱 ， 可 以 从 了 
适 雨 其 引 于 行 认 裤 轴 的 制 物 异 生 一 一 一 ~ 
《一 0) 去 ,但 就 ai 和 m 两 散 的 虚 散 如 
部 分 不 相等 (图 68) 。 在 滨 被 荐 己 熏 “一 一 一 一 一 
的 平 而 于 我 全 如 此 遗 取 秘 种 分 知 撤 
的 一 支 , 使 当 > 一 oa 0 时, 朗 活 
?在 第 一 袖 煌 的 延长 忽 下 的 时 忧 ， 
BT 名 人 一 a 一 0; 妈 营 2 一 qs 交 人 D 睦 六 名 
ag 人 (一 co) 一 0。 穆 路 六 和 此 期 如 国 68 所 示 。 在 肖 些 休 件 下 , 忆 江 ) 中 
的 丽 解 类 夫 :>0 就 有 完全 确定 的 散 值 了 。 

注意 :党 2 六 一 00 时 不 仅 对 能 > 的 正 数 值 指 数 画 散 e 一 0, 政 且 潮 
於 所 有 的 >， 满足 条件 


(152) 可 之 argz 之 一 训 
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的 ， 水 有 sw 一 。 穴 辽 于, 车 2 一 4 十 说 /， 我 们 用 之 0。 是 奸 ; 2' 一 w' 十 
十 动 ， 其 中 3 一 一 ce，|1 | 篇 有 异 。 温 柑 , 潍 符 zz 的 实 委 部 分 亦 趋 礁 
《一 ce)， 而 西数 〈150) 在 六 和 电 的 端点 就 等 扒 堆 。 因 此 对 施 马 形 降 城 
(152) 中 斯 有 2 的 数 德 (5 人 式 亦 唯一 的 决定 硕 个 解 的 数 香 。 
现在 要 建立 方程 C34) 的 在 
原点 答 正 甩 的 解 和 (151) 式 中 两 
个 诅 的 鹿 俊 。 篇 了 以 和 锐 应 用 於 殿 
塞 柄 五 径 起 外, 我 位 只 讨论 一 4 
的 情形 。 过 牌 我 们 要 得 到 正则 
(在原 点) 和解 可 以 不 了 到 答 前 的 ( 忆 ， 
za) 做 积分 粮 路 ,和 而 取 一 牛 复 简单 
的 义 路 :部 从 一 点 避 4 十 改 , 入 瑟 
沪 向 术 咏 一 过 ,加 到 zo, 然 知 又 
坟 久 方向 粮 mm 一 过 。 鹤 积分 而 
烧 在 第 一 次 加 到 ww 时 得 废 芝 数 oz ， 而 在 第 二 次 回 汉 时 得 到 药 数 
error 一 cost 因此 又 和 出 长 肝 的 数值 相等 , 从 而 休 促 (145) 清 足 。 如 
前 , 遭 檬 做 出 来 的 解 和 ww 训 点 的 罗 择 无 并 。 将 z 洛 闭 都 遇 ma 的 制 称 
2 的 下 岸 引 前 (一 co 至 ,但 不 册 aa 和 oa 相通 (图 的 ) 。 由 议 的 环 路 
我 们 得 到 解 wi。 走 完 进 环 路 以 楼 我 们 到 过 六 的 上 岸 ， 此 铸就 应 镍 揽 
方向 散 过 m 。 如 时 稚 Yi 的 下 岸 出 八 走 完 过 更 路 的 语 ,我 全 可 以 得 到 解 。 
【一 toay 。 但 由 1 的 下 岸 到 上 上 岩 , 窗 入 分 画 数 得 到 一 个 慎 散 6*”"。 所 所 
和 从 的 上 涯 洛 负 王 秽 秋 4 一 届 轩 得 到 的 是 (一 ewa) 。 最 和 后 ,我 们 得 
到 下 面 的 规 刚 : 党 p=g 时 沿 闭 局 69 所 未 的 粮 路 积分 而 得 到 的 正 出 解 


FA 


可 条 (51) 的 表 解 表示 往 : 


(153) 1 (2) — ea (8) 。 


周 招 


109， 解 的 淅 近 志 示 式 我 们 现在 要 注册 {151) 中 十 解 的 淅 近 民 有 肯 
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式 , 党 2 取 大 的 正 数 值 蛙 。 认 性 过 些 解 痢 稚 局 形 区 域 (152) 中 的 < 都 已 
有 定 载 。 先 从 第 一 侦 解 中 始 。 由 下 式 引 逃 另 一 夭 分 半数 寺 已 代 2 


C154) 2 一 上 一 z， 
又 记 8 二 01 一 aa。 癣 通道 涟 换 以 税 第 一 个 解 成 坊 ! 
(155) 1 (2 = | tt 十 Byelererdat, 


其 中 站 是 从 二 一 ce 出 发 入 肖 原 册 的 闭 久 路。 帘 稍 分 团 数 以 $=09 和 
ii 一 一 如 篇 汉中 。 民 替 69 图 我 们 在 上 平面 上 也 有 十 修 制 舟 ; 从 (一 co) 到 
t=0 和 t= 一 8=w 一 a1; 北上 且 和 省 >0 和 t+B>>0 时, 郎 当 上 在 得 雨 熏 
蒜 的 延长 络 上 的 侍 收 ,有 arg ti 一 0 和 arg 人 十 一 0。 

当 上 去 18| 村 由 个 题 二 项 趟 公式 得 ; 


忆 人 -1 me 一 ye- 六 
(156) GO -BA(1t) = St 
其 中 
《157) d= B18-+ (0D (do bl) 


由 前 关於 具有 答 (~ 局 测 ( 一 00) 的 割 粮 的 1 三 面 中 arg 人 -+B) 的 条 
件 , 我 们 应 设 在 6: [ 邵 当 t=0 时 画 数 (158) 的 值 ] 中 8 的 幅 骨 受到 下 
面 的 限制 : “ 
158) 一 = <argB<r, 
演 癌 贡 各 不 是 和 负 实 数 。 
车 | 夺 之 181, 居 (159) 式 不 能 用 ,这 时 我 们 就 箭 香 地 起 : 
Gt , 


其 中 
C159) = 


a Ga 
= 二 » - 


1 党 笠 昨 学 数 条 
考察 等 式 右 避 的 和 。 由 下 式 引 进 男 一 稿 分 损 数 以 民 太 


= 一 了 一 ET 


地 | edoe rr(— 1 | OTII+h dT, 
局 s 


其 中 策 分 道路 % 是 竹 T= 十 oo 出 长， 伯 正 方向 粮 通 7 一人 09 的 铀 好 。 出 
oer 得 T=2e7#t, 得 训 2 站 090, arg z= 二 0,， 部 和 下面 7 可 后 平面 二 入 着 
原点 旋 祥 角度 = 而 得 , 芭 肝 i 村 面 于 窒 物 io 的 下 岩 , 性 于 argt= 一 J; 
的 , 灼 答 + 平面 上 荐 他 1 的 上 岸 , 由 上 面 的 括 换 式 知 道 在 全 上 岩 砍 有 
aTgYT 一 0。 
由 [所 笨 下 述 路 稍 分 和 了 2) 的 关 颂 ,我 个 有 : 
| etrteldi—e "ri — 1 ?er Tp+i, 

代 天 《160) 式 ,得 : 


C61) wte) = er mree ni 1) ot 区 CC— Ddr pte :+ 
天 一 他 


-+ene| ez (dy 

hh 

或 

《102 ee gr = DD [Oe 
0 


+ ?| ertr-1R,Cd 。 


现在 浴 朋 党 :>0 时 搂 病 航 米 
(168) ETH: (63571 — 1y (— Ey TOp Fh 


是 画 数 e-"zmei(z) 的 狐 近 尾 开 式 。 
需 此 ,我 们 必须 证 明 z 与 (163 式 右 喧 第 一 项 的 积 以 封 项 概 限 ,部 
lim x te BR (Das=0, 


出 二 地 


取 荐 从 道路 ja 乱 下 之 烷 路 : 实 冲 上 的 绿 民 (一 co 一 个， 以 太公 
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中 心 ,第 径 等 办 了 了 的 畏 周 ,种 实 山上 的 舟 由 (一 mw 一 co) ,其 中 7 是 个 正 数 。 
首先 十 有 明 , 当 2 十 co 时 


《C164) 2 :tl RDA 
的 福 限 租 零 。 显 然 , 对 耸 稀 通 t=0 以 德 沿 着 舟 自 (一 "一 co) 的 稿 分 也 
成 立 同 凤 的 知 果 , 因 往 过 个 线 道 工 添 加 一 个 滋 数 ce 
厢 测 4189) 式 , 知 可 取 正 数 站 大大, 司 蓝 t> 一 co 时 
|, 


因此 在 公 部 积分 略称 上 商 式 了 4) 的 楼 坊 有 界 , 故 可 得 不 等 式 

C66) [ROD | ma (一 -< 一 站， 
其 中 必 是 个 固定 的 正 数 。 假 说 8 是 个 很 小 的 正 数 , 回 估 指 数 夯 数 比 任 
何 需 夯 数 都 二 加 得 更 快 的 事实 ,由 (165 式 可 得 

i 歌 IPBRCDI<maew 《co< 狼 一 站 ， 


-er 


其 中 ml 篇 一 正 管 数 。 


遭 料 ;对 和 84 可 作 如 下 的 居 谢 : 
grt 全 : "fh— 1R, (GDdi < ety | 拉 Jet Cz> 0) 
稍 分 以 熏 序 得 : 


[| P16) o 


2 人 RD 人 | < 
一 名 


由 下 立刻 可 知 监 z 沪 十 oo 时 《164) 式 的 极限 优等。 造 事 实 独 谎 任 
何 固定 正 数 了 此 成 立 。 剩 下 来 要 征明 的 是 
各 二 te Ras 


的 杨 职 翁 零 ,其 中 局 分 道路 是 以 原 束 篇 中 心 ,全 征 等 稚 * 的 图 周 。 候 
性 * 甚 小 ,使 关 保 ? < 二 181 成 立 。 那 未 在 圆周 j 引 一 > 上 我 们 就 可 利用 


108 高 等 其 学 孝 竹 
展开 式 \156)。 
让 和 色 尾 不 等 式 , 洪 展开 式 的 傈 数 de 有 如 下 的 估 寺 ; 


臣民 


.2 
《8 一 到 
其中 ?ra 篇 一 正 数 ;而 |8| 一 8 可 裔 等 三 p= 2jp|。 区 次 ， 


Te (ty 一 本 十 at 十 bi 
由 上 两 的 不 等 式 得 


i |<ma( B12 l=r<318l 


途 而 
C168) [RT i [Et < 
其 中 5 一 <1, 


n 
适 和 个 ,9 的 伍 计 党 |t| 之 7 侍 党 然 也 感 去 , 朗 菇 在 0 的 柑 部 只 
也 成 立 。 王 可 炙 换 = 一 引进 曙 一 稿 分 琶 数 二 己 代 所 即 得 


C167) 2 cmRGD) 醒 = (一 Do er (-) dr, 


其 中 和 精 分 道路 0 是 以 原点 乱 中 心 , 御 径 锋 甘 伺 的 章 周 。 由 名 昌 定理 我 
旬 可 以 将 汪 入 路 多 形 而 取 和 从 实 轴 上 的 咒 x2 出 发 ; 束 稿 原点 一 过 的 杜 何 
位 放 C0" 内 部 的 阴 牺 路 做 若 分 入 路 。 过 峙 7 于 画 中 和 他 革 麻 的 入 路 必 位 
於 口 的 内 部 , 故 4166 的 式 的 估计 成 立 。 例 如， 可取 如 下 的 道路 07 篇 稿 
分 道路 ; 袜 四 上 和 从 7 到: 味 的 入 据 ,6 位於 原点 的 右 广 ,中心 在 原点 而 
宇 征 等 茶 c 的 图 周 , 然 熏 六 是 实 炎 上 的 称 眉 Cc， ?7Y, 我 们 取 4 需 一 固定 
的 ;, 和 zz 乱 天 的 正 由 。 先 假 窗 2 入 实数 。 利 用 不 等 式 C166) 估 训 (167) 
式 , 可 得 ; 


[Df i RA(— Do i|, BR eis, 
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其 中 ds 移 碌 路 的 星 的 霸 艺 。 更 在 证 明帝 8 钴 展 二 天 际 ， 上 泌 右 渴 的 禹 
条 圳 有 有 虹 。 实 注 上 , 在 咎 径 篇 6 的 各 周 上 的 入 条 祖 本 其 z 无 外 再 看 
沿 着 牺 段 ;7 的 积分 ,如 


re 
Tia Tt 
了 人 TT 
£1 —0) 二 台 


党 # 无 限 增 加 时 下 式 中 的 策 笋 超 艾 有限 极 限 值 : 
人 ee 
办 此 被 积分 画 散 中 的 因子 所” 公证 了 过 广义 祯 分 的 存在 。 全 入, 当 尹 
需 实 数 时 我 们 已 诈 明 了 所 要 的 站 时 。 赂 训 族 数 2 一 加 十 ts 我 们 只 本 箱 
用 道 常 伟 放 复数 乘 索 的 万 法 ,部 
3 一 B71+iPe 1 Tos EPrtipals Tl + Fars) ， 

多 潭 else nme, 

诅 檬 ,我 们 就 可 肖 定 当 : 二 0 尘 般 数 (163) 是 西数 ey 人 的 浙 
近 展 寻 式 : | 
(168) eurgpeo (2) ~ pi erp! —1) | (Cil)t p+ Uy ， 
其 中 
(169) d= (eas) i (9 l 3 人 人 一动 ， [@o 一 《ct 一 co 和 


{ — Xarpg (a — a) 之 十 五] 。 
入 (68) 式 中 少 篇 整 圾 的 情形 我 们 不 所 将 如 研究 。 
完全 相 了 的 , 装 介 52) 式 的 第 二 个 奶 可 扣 如 下 的 源 近 用 网 式 : 


(170) EToet2hgtlaf2y 8 mi( es 了 bp (1 v7 (1 
关中 
TD) 成- ooo) PD (pO ,fa (a as) 


Ed 


1 一 条 改名 fa 一 拘 ) 呈 二 本。 ， 


六 从 和 台 厅 识 党 20 肝 arg z=0。 
110. 不 同 千 果 的 比较 ”回避 我 们 在 [103] 中 合 做 出 一 个 形式 上 注 
中 方程 L113) 的 般 数 ; 


(172) er (ete +) 
将 下 千 虹 和 C168) 式 中 的 渐 近 民明 式 比 较 , 印 和 
《173) CD 


比较 ,我 们 要 人 苯 朋 下 只 个 式 子 除 一 常数 因子 外 是 全 辣 的 , 道 任意 常数 词 
子 序 C72) 式 中 的 co 

《168) 式 中 的 twr(2) 是 方 各 (134 的 解 ,比较 (134) 式 各 (113) 式 ,我 
全 知道 首先 应 有 2 = 妃 一 0 党 上 2。(17 久 式 和 C173) 式 中 的 指数 向 败 
和 委 夯 数 因 子 是 至 同 的 , 因 篇 决定 a; 的 方程 (139) 熏 方程 (115) 久 同 ,区 
由 C14 区 式 9 一 一 Pi 而 过 pi 就 是 当 =at 肝 由 (13) 式 所 决定 的 p 的 
数值 。 剩 下 来 要 共 明 (173) 和 (地 3) 中 南航 数 全 同 , 坊 此 , 纸 须 芝 困 适 坪 
般 数 中 的 公 数 满足 同一 个 并 保 式 , 菲 申 站 关公 式 决定 。 

《17 约 式 中 的 圾 数 是 方程 (120) 当 as 一 下 一 0 六 2 睹 的 形式 上 的 
解 , 这 方程 就 是 : 


C74) wt( Qar ta 2 te) wt Rt DP: wo0, 


也 上 方程 <11) 知 
ad 十 te 一 — de; 41+ oo = 0 Dg + do Ga— 
俩 此 
pi= 一 eat 十 加 _ om tb ， 2 east 十 Di _ otit hy ， 
De + tin ee 一 人 2ost to 1 一 - 好 汪 
从 而 
(C175) Do —po; Pt a milo= —ppa— oo 


访 程 (174) 其 C1234) 的 形式 , 故 傈 数 之 阅 在 在 如 下 的 央 休 、 
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[nn np pile Oo Ch DC 2a +1 
由 后 十 ma 二 一 to 玉 (175) 式 得 : 
(176) [mka 十 和 一 2 一 的 ) — pipa—p1len= (Rt 1 es Ca)e,rio 
以 mo 让 4t7) 式 中 揪 守 机 数 的 傈 数 : 
m= Cd pp pin DD= 1"d (p+n), 


Crt dar P+n) 
由 上 旺 人 一 二 ， 
> 式 得 : 人 
册 t1693 式 得 : 同 fd 
或 Cn nT n(n) err1o 


由 于 二 一 01 和 7 二 一 pz 知道 上 式 和 (176) 式 全 同 。 革 楼 ,我 们 用 到: 
几 f1054 中 的 志 法 鸡 出 来 的 方程 (413 和 的 形式 上 的 路 是 (TD 式 中 的 舞 
的 闭 近 展开 式 ( 营 :已 十 2): 辽 了 一 个 常数 因子 碎 外 。 

111. 只 塞 顶 方程 ”现在 护 习 雪上 将 上 人 饼 的 定理 应 用 钓具 塞 希 上 方 各 
[IE,48]: 


C177) Est 二 2 二 【和 一 人 人 人 一 目 。 
由 下 式 引 得 男 一 未 知 画 茵 全 绒 做 纪 : 
= 245 
虽 方 程 民 7 门 到 需 : | 
C178) zu Con 二 Dw 二 0， 


而 温 就 是 我 们 在 以前 维和 中 讨论 交 的 那 秆 竹 型 的 方程 ,现在 和 (fitl3) 上 比 
较 ; 知 道 : 
qo=0; 的 一 2 二 1 =1; #1=0 
二 认 肖 基 导 了 9) 刻 篇 *" 十 1 一 0, 斤 


人 1 二 ) 一 人 
和 和 51473) 式 ~- 样 ,有 : 
2% 十 1 2n 十 1 
p= i gm 


106 高 等 数 上 总 教 条 
最 外 (151) 式 的 解 在 上 月 前 成 仿 : 
了 上 一下 了 2 a 
(9 m=) et1) er de’; “a= Ce eer, 
i 


其 中 稳 路 英和 溃 从 (一 o0) 电 发 分 别 环 弹 xz 二 i 和 2 二 一 i -这 色 重 又 
喃 到 (一 cc)， 

党 一 于 一 e<argz 忆 训 一 e 时 送 南 解 由 (179) 式 可 决定 。 依照 [108] 
中 所 东 的 休 件 ,argCz' 十 站 =0 入 z 十 i>0, argfz 一 们 一 0 省 2 一 人 0。 
让 此 立刻 得 出 

aref2 十 二 一 argfz 十 们 十 argtz 一 分 一 0 当 > 需 实 散 。 

狂 (179) 式 中 的 第 一 个 解 ,按照 (168) ,我 们 有 有 : 


他 十 二 一 本 (他 十 二 放 至 Ps 十 可 Fe 
Org Bapy mE Le™t+1¥— 1] Po _ 1 训 
记 住 Eatih 1 一 人 十 en 
甩 及 G157) 式 二 一 (2 二 (2 =" (0 ) 
(=<arg2i<m; 或 gre 2 一 号 
- 1 
i 党 一 -一 - 
名 dA( 2) 
部 得 如 下 的 新 近 展 开 式 : 
e+ 二 一 槛 (一 生计 32、o 一 各 
(180) Elz TuU~e 2 te 2 ?x 


ST 
5 二 站 的 如 从 ,村 站 (79) 趟 的 名 一 国明 可 得 : 


18 ez ee 等 泽 (C1 +e )2" 于 


Ee 
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半 式 和 上 式 不 同 的 地 方 工 在 内 人 数 改 : 
1 1 
1 一 To = 
dD) (re(-2D) -各 ). 
从 此 , 计 号 (外 对 束 数 0 的 定 闵 如 下 ; 


(0 -DettD, (分 = 


回 情 方 如 (178) 的 正 苏 解 (在 原点 ) 可 用 (153) 式 来 表示 , 成 是 其 中 
的 必 座 改 篇 % 我 们 再 引进 另 一 解 懂 凡 代 wo: 


1 一 6 二 We 一 Et2r+i)rt 3 
对 於 妇 我 位 有 下 面 的 渐 近 才 示 式 : 
(182) op 
1 
[一 二 1 1" 
x 总 天 2 Jr(n+ 二 + 如 2 ) 8 
对 应 的 太 种 417 7 的 十 解 可 由 = 一 2 的 并 傈 得 天。 


有 阵 我 们 也 将 (179) 的 雨 解 乱 成 另外 的 形式 ,外 藉 多 黎 z 一 条 =o8 
引进 另 一 积分 交 散 以 代 7， 迁 绝 痪 实际 上 就 是 将 > 平面 转 一 角度 


(多 


《183) 让 ( 工 一 z ordr; | (1 rterdr, 


其 中 入 和 7) 是 从 = +gco 出 发 ,分 别 环 往 += 十 1 和 r= 一 1 种 一 滑 

的 闭 荫 路 (图 70) ,又 arg(t1 一 ?2”) 一 0 党 + 需 各 腊 散 ， | 

即 党 2 篇 实数 时 ; 或 是 同 楼 的 ，arg (1 一 7 一 x 入 

T>1, 办 1 一 2 一 eri(z? 一人, 剧 由 4183) 式 得 ; 

ji 一 of 《7 一 了 yr 

(184) | 四 
oo | 
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ins 高 等 数 水 妆 黎 


(185) argCe 一 站-0 当 +>l。 
对 话 的 方 全 0447 站 的 解 是 : 


六 mt i | C7 1) rg 


(186) 
Moe jo 上 (CT:--1) 人 eisrdt 
当 : 取 其 夫 的 正 赂 值 时 运 南 解 的 浙 近 袁 示 式 可 由 以 前 的 (18 中 和 和 (131) 
十 式 的 右边 全 上 * 而 得 到 ,现在 引进 22 es 局 伐 ws、 出 
《187) ee io 《rs 一 1 "和 earda 。 
坪 解 之 鞭 贡 一 3 就 是 方程 (178) 的 在 原 丫 > 一 0 个 正则 的 解 ,后 和 夸 ， 
一 吗 是 具 塞 评 方 各 的 解 ,他 在 原点 附近 可 尾 肯 篇 
形式 的 释 数 。 
我 们 在 HL， 48] 中 早 芝 知道 员 灾 尔 方 程 的 遭 样 的 解 傈 由 正面 的 才 
区 决定 : 
Yan 一 2 _ | 避 汪 > a 
0 Eb Wont" dda nd } 
游 + 需 正 整数 或 需 , 则 如 我 们 昧 已 指出 过 的 一 -楼 , 可 取 和 常数 因子 
需 加 i; 共 中 0! 一 1 对 如 此 泪 取 的 常数 因子 我 全 得 到 了 第 一 壮 的 只 痊 


泵 古 炊 ; 


VD) = Sn ) 
或 利用 画 数 7 了 (2)， 
bad 《一 和 2 
(一 名 区 Tibr 1 rmiRt1) 3) 8 


老 呈 非 整 数 , 出 寂 党 数 因 子 (2 和 偶 


= 
人 
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a 《一 二 
TI mrt (3 ) 
碱 由 国 球 了) 的 蕊 本 性 质 ; 得 : 


【一 开关 2 Wi 
C188) ei SD ) 


党 堪 , 寻 从 任 营 的 足 号 ” 具 塞 向 硬 数 都 已 定 闵 好 了 。 其 好 一 大 小 
不 就 符 於 具 宕 泵 丽 数 ,而 是 和 内 塞 尔 夯 数 相差 一 个 常数 琴 数 ,我 们 现在 
就 要 来 决定 迁 个 滋 数 ， 则 此 ,我 们 谭 取 十 个 和 (186) 中 十 解 相 沧 一 个 党 
数 素 数 的 解 ,使 得 他 们 的 差 刚好 等 关内 塞 尔 画 数 7.(z)。 箱 第 二 个 解 加 
一 鳞 吴 ,我 们 现在 要 找 一 个 常数 <, 使 得 下 烈 十 解 之 和 的 一 中 等 论 具 蹇 
二 次 堵 : 


Be | 


三 一 下 
HVC) = bi = os” |、 (rT2—1)™ Yords 
C199) | 
HR!(C#) 二 一 Du 一 — het) Tign | 《2 一 1)” ewrdr, 
A 


(a be" ty 

在 所 有 己 上 的 寻 算 中 我 们 侨 肌 了 (> 一 于) 不 是 正副 数 下 有 需 。 知 男 
沁 种 情形 党 在 话 关 研究 只 案 希 辑 数 的 时 候 再 走时 论 。 

112、， 江 开销 夯 数 。 糙 作 消 下 上 季 簿 件 的 常数 6, 公式 (189) 决定 
方程 (177) 的 责 个 解 ， 移入 洲 且 因 国 数 ,礼法 亦 如 
(189) 中 所 入 - - 借 。 如 [103] 中 所 知 ,将 (189) 中 的 
责 解 相 加 可 己 得 苛 一 个 沿 蒿 分 路 闪 0 的 积分 ， 汇 
路 各 呈 8 字形 ,如 ?1 辐 所 示 。 实 际 上 , 的 锐 尘 
ca 和 | oa 一 一 4 时 业 着 厚 昧 大 峙 贷方 向 转 - 近 
久生 得 守 国 ， 

Ji89) 中 证 击 数 之 各 的 一 守 焉 咏 守 认 共 密 
四 生 数 C159 ; 移 得 


117 高 等 数 这 教 程 


他 af 2 # 一 可 ia™ S C—1 | 2 
190) 号 zc 1) Ye 三 TECH 人 ) 


两 滤 焰 去 * 以 鱼 再 全 < 二 0, 即 得 决定 & 的 方程 : 


《191) Eo |, CD are spe i 


剩 下 来 徐 要 车 算 等 式 左下 的 积 修 。 假设" 是 实数 ， 阳 % 一 雪 > 一 1, 和 


[11083] 中 一 柑 ; 我 们 可 己 效 0 上 的 积分 改 篇 滑 二 重 娘 颖 (一 1, 十 上 的 
积分 ,但 氏 《 一 力 到 (十 力 应 治 明 牧 段 的 下 岸 ,从 《十 必 济 (一 力 详 沿 送 各 
诺 的 上 上岸 。 如 前 ,党 ft>1 陵 argl7T? 一 1)=0, 出 此 可 知 在 镶 段 (一 1, 寺 1) 
的 上 岸 argtr? 一 1)=w; 在 四 各 段 的 下 岸 arg(T? 一 1)= 一 w、 分 


CD = (在 上 岩 ) 
PD (在 下 癌 ) 
最 和 铬 将 十 积分 相 加 ,得 : 


-Do 一 %isin{e 一 去) 全 (1 ar, 

其 中 人 一 "二 和 7 (一 zz>0。 
国定 车 分 画 获 是 偶 画 数 , 故 有 : 

| C1)” Sar —disin(n—3) 下 Cy ar, 
豆 由 = x3| 提 入 季风 数 z2 坟 代 T: 

| (一 1 dr 一 一 外 sin (nm 一 上 -= 2 
但 是 我 们 知道 

[me 2 A ， ) 


因此 等 式 (191) 中 的 积分 的 值 篇 
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一 一 一 一 一 一 - 


| -DYar= 一 2isin(n 一 二)x ra )r (ot) 


Tn 


=2isin(n+ 2 )= r(a)r (a+t 评 ) , 


rotl 
但 是 我 们 知道 : 
POTO-D) = 和 7( 香 =Ys, 
位 而 
(199) rorajmorar ET 
最 策 JD em zf -二 


避 公 式 是 在 入 实数 及 一 节 > 一 上 的 假 改 之 下 氏 出 的 。 但 因 等 


式 两 中 都 是 "的 解析 丙 数 , 故 可 表 定 过 公式 尘 关 任何 的 都 疏 立 。 通 
楼 ,由 (19D 式 即 可 沃 定常 数 w 的 数值 替 : 
1 
Ld ri 
A in) 
Dri 


入 居 数值 代 天 (C1389) 式 , 邹 得 并 并 评 图 数 的 表示 式 : 


‘(1 
HWY = 了 中 3) | 《ra 一 DD" eT lt 
(193) 风 
HOD=— 9) erp) | Km- 1 emr ar 
和 3 


在 十 积分 中 均 能 东 Y> 工 时 argktm 一 已 =0。 如 昌 在 利 二 介 积 修 中 


名 


119 去 等 数 豆 孝 了 


县 re 一 二 党 开 1 用 可 帘 : 
1 % 
TF) jy 1 
FO) -- 3 (2) | -3 25 tT 
(i937) 1 
P( 一 要 
Te) 一 2 ”) 11 
HG) (5) | -DD 


加 时 2 的 实数 部 分 大 页 害 ， 剧 简 1 十 ico 用 和 毕 7 因此 


《193) 式 在 虑 地 的 右 簿 定 闵 了 江天 体面 数 。 所 住 我 们 假 起 2 一 六 不 等 
冷色 蓝 数 。 


《19323 式 中 的 省 期 页 画 数 五 Cz) 和 (1896) 式 中 的 第 一 个 函数 相 攻 


-个 琵 数 : 
er rT (去 —n) 
一 me 


芭 一 2 的 前 仅 朗 得 : 


Es wt - 。 
1 Bie ¥ p(sin (nt 2 ) 
e+2 IMC 2 ~ 一 ~ 


和 用 (180) 的 训 近 展 瑚 式 和 


或 由 (1922 的 融 傈 


(194) ee dD) ~ (2 2 
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人 ) 
-一 二 全 -区 
1 il 
i r(nt) 


“CII.), 


C195) HE) ~ ~(> 2 


同样 可 得 : 


oe, 


A 


上 两 式 双 可 疹 成 : 
13 于 -) 
9 (= ) 和 
EC rE on] 


i 
rn 十 Dy 
x[ 旦 (rat 二 2(- 基 +a0aln] 


其 中 0(1z1") 圳 示 = 的 还 柑 的 丽 数 ， 他 和 jz| 的 莱 积 党 1z1 一 co 旦 仿 
驳 有 短 。 在 ( -2 ) 中 疾 流 argz=0, 即 取 正 可。 
上 列 训 近 肥 式 臣 是 猩 页 笠 射 穆 :>0 证 明了 的 。 可 己 夫 明 他 们 在 
一 个 局 形 区 起 中 也 成 立 , 序 人 1950) 式 在 最 形 
一 更 十 3<ST8 YA 一 号 
中 成 3 ,41961) 式 在 展 形 


— 27T -TE 一 


(1981) Hi Dy) (2 2 六 


:14 齐 于 数 学 教 六 
中 成 立 , 其 中 =。 蚌 任何 的 小 的 正 数 , 

好 3， 具 塞 王 夯 数 ”将 上 和 饰 中 求 到 的 @ 的 数值 代入 (190) 式 , 即 得 
中 塞 侧面 数 J.() 的 征 分 表示 式 : 


fi. 
197) J 2) (2) (sy (D3 eur dr 。 


a 
和 (193) 式 一 楼 , 浊 公 式 对 於 所 有 不 等 让 mm 十 寺 的 都 有 意 闵 ,长 
中 Di 是 下 更 数 焉 索 。 
如 蛤 的 实数 邦 分 天 蕉 ( 一 ), 划 可 岩 上 式 中 的 各 分 化 需 洛 二 重 
称 段 (一 1 十 也 的 积分 ,和 和 从 前 一 - 榜 的 萤 断 可 得 : 
一 1 YY + rT Co 3 
oy ar Lo 
pp 
(nm 
茵 加 +==sing, 剧 辜 : 
oa ~ rb Le vleostzsing) 十 
/ 
+isinCz sin 加 7] gp ， 
凡生 和 薄 分 夯 数 中 “的 傈 数 是 2 的 奇 夯 数 ; 故 


、 1 Zn 二 2 > 
《189) J) = 世人 ) | Cos orcosKzsin gdp 
mr (n+ 5) ~ 要 


( RIn]> 一 3， 
上 式 叉 可 短 咸 : 


局 总 性 至 
(200) J = ~ 2 T ( 2) | coszs" yp cos(z sin pydgp 
~ 元 站 ( 二 ) [rH 


(RInl>—3). 
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取 渐 近 展开 式 《1957 和 (196) 的 和 的 一 中 ， 即 得 只 案 研 阴 数 的 源 近 
骂 示 或 。 

人 需 简 替 起 见 我 们 只 看 补 射 称 z >0。 和 对 蛙 ee 的 绥 回 值 等 裔 11。 取 
Ga95 和 和 《196 的 和 的 一 什 , 芷 注意 


Se- 全 
(2 )e On) = O83), Cz>0) 
a rn 十 3) 
邹 矢 : 


CA EO 


可 p-1 1 r(nt 十 机 
Tf 他 十 、 可 -( 志 ) 3 3) 人 9 


(一 Dscoa( :一 2 一 亚 
-| “ 上 00z 了 去)， 
(了 冯 sin(z 一 之 一 于 


光石 需 偶 数 排 取 花 刁 驳 中 的 第 一 行 , 当 天井 奇数 蛙 取 第 二 行 。 
只 取 (1950 和 (1961) 的 痢 近 表示 式 中 第 一 项 ,得 : 


百名 (2 =(2) we 全 外 [1+00|z|-)] 
(202) 


(总 ) 生生 GO 
. 而 靳 只 寨 请 两 数 则 有 
和 
(203) = (2) oo (= 到 一 至 ) +0Cz 有 (> 四。 


江 开 鳃 夯 数 和 只 窒 谢 画 数 的 新 近 宏 示 式 疗 的 差别 在 有 关 包 含 短 限 
束 点 的 无 限 苞 城 的 理 葵 物理 学 问题 中 估 有 非常 的 重要 性 ,在 以 从 首 要 
鳞 到 。 


i18 沉 等 获 学 教程 


的 微分 图 穆 。 城内 体 山 渍 三 的 _- 克 多 续 吉 的 柚 革 方 各 入 条 : 

(204) (oat et on mw thot ew Om 二 0) w=0, 

其 中 go#0。 注入 w' 的 保教 除 过 方程 , 央 w' 和 吕 的 休 数 在 8=%% 的 部 域 由 有利 广 稳 (118) 
同样 的 彰 式 。 现 在 辽 扶 帮 外 (2904) 的 其 下 区 的 形 志 的 解 : 

(205) ws) =|， arjess'aal 。 

竹 L10 门 中 一 媒 的 嘛 断 , 知道 26) 麻 涝 是 一 侦 二 阶 雯 各: 

(sa06) Caoe2p bo C0) FS tps) ge 0 

其 由 pCo) 和 (2 是 不 高 认 二 次 的 克 项 式 。 作 二 次 方程 

(207) qoms- bor t+ Co=0 

玲 融 过 考 程 右 两 甸 不 同 的 械 = 和 a 二 a9 。 方程 (20 晤 屋 21 二 a 和 :' 二 qa 管 正则 硝 时下 o 
在 其 中 每 一 风 的 到 奸 方 程 必 有 一 相思 擒 零 。 委 以 (2 一世 和 位 一 贡 革 并 兴 示 访 出 麟 定 方程 的 
镑 二 个 要 :月 角 p 和 9 不 是 整数 。 在 竹 一 容 具 品 有 一 正则 衣 , 耐 另 一 艇 则 候 : 

(2305) = vols) sa) 1 ote), 

苇 中 pC) 大 式 一 Qs 仿 二 1 功 篇 正则 。(205) 式 中 的 狗 障 1 用 如 此 取 法 ,使 得 行 部 站 分 条 
所 添 可 的 各 项 消 王 所 得 的 故 纪 是 符 党 。 躺 果 


{209) [Tie], -9 (mo 1 = 


的 证 , 那 志 半月 的 显 岭 谭 可 以 韦 到 了 -。 玩 在 取 a 需 芭 1209 种 [109] 中 的 操 跨 其 。 有 所 和 
DO8 一 镑 ,可 得 应 程 (203 的 两 个 操 性 多 立 的 解 : 


wt = pits) oe2' tar (>0) (p=1, 2) 


当 5 十 o 时 得 贾 解 有 如 下 的 疡 近 红 于 式 ; 


人 (e+ 全 +…) 


下 (+ 和 二 


除 子 - 一 个 带 数 内 子 舌 考 个 末 和 [103] 由 所 得 到 的 展开 你 全 后 。 直 赫 持 斯 调换 滥 可 以 用 来 解 
栅 一 般 的 , 语 数 生 任 作品 次 多 项 式 的 得 分 方程 。 道 时 vtz1) 顺 广 足 一 个 加 阶 微 千 方 程 ,上 其 保 
Cd 


型 入 二 次 多 项 去 。 如 前 ,得 方 程 在 奇 其 巾 ?= 和 和 = (全 下 的 保 数 的 营 点 ) 有 哎 一 的 形 
式 如 (208) 的 解 。 天 下 请 是 在 罕 加 中 公正 则 的 解 ,其 俯 的 艺 如 前 一 机 可 推 击 来 ,不 多 卫 了 了 。 


115. 度 闵 拉 蓝 调 多 项 式 ”了 央 於 一 个 电子 在 库伦 志 塌 中 的 铸 沈 
的 宝 究 己 及 共 他 近代 基于 生 二 的 出 题 营 训 青草 下 形式 的 基 耻 瑟 任 徽 纱 


贷 五 变革 性 微 牙 方程 1 


方程 : 


‘ 二 二 3 , 
210Y 240 十 2 (2e+ 2 )* D0, 


沪 鼻 8 及 已 稍 非 负 宣 伐 ,8 是 供 汐 人数 。 沿 题 是 要 决定 盘 数 的 值 ， 
使 得 方程 (210) 有 在 正 实 革 0<2 万 十 co .上 篇 有 内 的 和 解 。 
首先 考察 套数 。 篇 负 的 情形 , 芝 时 可 其 
(211Y ， r=2v 一 88 
引进 另 一 自 引 数 = 以 代 z, 叉 可 让 
(C212) = 


i 
~ —28 
引进 另 一 正 套 数 和 己 代 。 易 见 苑 罗 演 些 变 换 己 熏 ,方程 (210) 构 坦 ; 


EE pa 本 ， 本 
(213) ig dy +( Eo )" 0。 
2 一 眉 是 和 这 上 诺 竹 的 正则 罕 吐 点 ,在 演 此 的 利 定 方程 荐 : 


ee 一 1 一 全 0。 


温 方 程 的 蔓 根 是 "二 本 。 方程 的 租 同 在 原点 优 有 界 , 故 应 取 正 
根 “= 号 ,名 方程 的 解 中 市 一 因 季 需 字 ， 而 这 解 在 原 扣 所 近 蚌 可 展开 
壤 : 
C914) w= ba Be xt (Bo 0)。 

依照 [105 ,在 钨 限 巡 点 的 痢 如 中 区 和 入 企图 使 如 下 的 般 烧 在 形式 
上 油 是 方程 (213): 

ct (co 天 0)。 
基 上 时 x 应 满足 二 次 方程 


oz 一 二-0 6 


1 
所 让 得 到 十 侦 数 西 a= + 当 ， 由 (二 9) 式 知 对 应 的 常 堵 6 的 数值 得 ; 


118 高 等 数 这 Ef 经 


i 一 (x+ 冯 ) Da 一 一方 。 

由 蛋 安 ,方程 的 解 麻 在 儿 限 天 点 答 有 界 , 故 麻 取 和 a= - 沪 独 认 的 

解 ， 外 广角 在 锋 了 涡 计 有 如 下 的 洁 近 家 未 式 
Cr 

(C216) co 

和 样 ,加 是 就 铺 结 到 :决定 和 的 数值 ,使 得 形式 如 (214) 的 解 治 多 眉 
(0, 二 oo) 区 村 延 拓 到 捧 限 过 点 时 有 形式 如 (215) 的 得 示 式 。 

以 上 的 沽 谨 自 然 地 使 我 们 引进 劳 一 未 知 男 数 4 太 代 民 : 
(216) w=a wsy, 

和 ACT 可 开 ?所 用 放风 和 
《317) 和 (一 =0。 

0 《134) 形式 相间 。 记 住 前 面 洲 沉 
的 疾 , 我 个 知道 现在 麻 孩 找 “ 个 方 和 317) 的 解 , 他 在 原由 及 正则 而 在 
揪 限 这 点 与 只 - 宇 间 陵 ， 


时 
《218) =p, 
旧 方 程 (217) 名 篇 : 
(219) stG+t1—o) YY py-0。 


我 们 可 找 汪 方程 的 解 ,他 在 原 涉 篇 正则 , 且 具 普通 办 般 数 的 形式 : 
二 1 十 机 人 w 十 如 2 十 … 
获 y 代 入 方 程 4319)， 利 用 通常 的 未 定 傈 数 法 ,可 己 旧 到 一 个 和 个 
赵 骂 何 级 茹 非常 医 似 的 解 , 序 车 让 


220 Fa, 1 2+ 好 |。 
《220) a Yi 2) = + 了 yyt+1) 21 ? 


异 在 原 里 坊 正 期 的 方程 (219) 的 解 就 是 
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{221) y= CF(p, s+1; 加， 

其 中 骆 篇 尾音 常数。 注意 : 由 方程 (219) 的 形式 ,或 用 送 闻 秒 锁 制定 法 
易 知 级 数 (320) 对 任何 z+ 需 收 伏 。 题 然 , 党 a 等 认 寺 吃 负 此 数 时 和 级 数 
(320 进化 需 和 多 项 式 , 落 时 我 们 的 解 就 可 能 满足 在 无 限 这 点 的 傣 件 了 。 
由 (215) 可 得 决定 净 籼 入 的 方程 : 

s+1_ on (n=0,1,2,..), 


入 而 
co tl Cola 
对 还 样 的 春 匣 的 值 折 求 方 程 (349) 的 解 县 : 


O20 PCN + 1; Y= 0 |1 一 于 + 


nn—1) 3 


21 Coito ot 


十 


有 vw 
+ (D'or 
屏 取 浓 分 直 中 所 含 的 8, 可 取 常数 


C=Cs+ ls+D( tN) = tt 


由 此 郎 得 方程 (217) 的 解 ,他 是 < 和 的 多 项 式 : 


C223) QO 
或 
C224) OPO = -DD"| rte!+t 


2 CG 十 ny 二 哆 一 zn- 十 十 
OD 


EI 


I20 本 村 数 人 术 共 


座 他 们 ， 

可 以 条 并: 使 得 我 们 的 闫 题 有 在 + 一 0 和 %= 十 co 席 足 已 车 休 件 的 
解 的 所 有 志 数 * 的 值 都 包含 在 (各 2) 式 之 中 。 

利用 和 [1021 中 完全 类 似 的 方法 我 们 可 必 葵 出 广 族 拉 蔓 备 多 项 式 
一 个 简单 的 下 示 式 。 角 数 (22 中 是 方 程 


(225) ‘和 十 (y 一 Lay= 0 


的 解 。 
将 极 数 (220) 微 分 m% 次 ,得 喘 -级 茹 : 


oatot li) mt m1) 
YY ty+m— DD 


加 果 记 了 Cr, 人 二 衣 ; 期 生 及 的 和 卫衣 数 


Fatm, yi+m; sy), 


C229) Y= Fee, y: 风 
是 方程 (225) 的 解 , 人 得 其 中 a 和? 麻 改 篇 (a 二 3) 有 CY 二 2) , 妇 : 
se ty tm 2) 一 


县 writmle? 本 让 方 程 的 雨 事 , 我 们 可 以 将 他 改 窟 成 下 而 的 形式 [102]: 
eos | 一 {a mrYtml ee 人 一 0。 


岩 焉 恒等式 微分 亿 次 ,得 ; 


和 Ee* | = a+m) 


人 
详 m=0,1,…, 上 一 1 代入 ,得 到 上 个 屋 等 式 , 这 物 相 滋 , 再 和 鸭 去 相 
同 的 因 半 ,可 得 : 


kk 
CAC (ce48TDorrieson。 


a" 1 (rm! 
a [xtm ee yr lo 


没 0 篇 盘整 数 ，a= 一 ,天 (220) 进 什 售 二 裕 才 人 式 ;而 好 划 成 
坊 常 数 


I21 


第 正当 塘 性 总 直方 各 
: 二 和 一 下 十 二 《一 二 十 区 全 导 一 十 十 用 一 二 

Femhb,y:: 
Ch yrTI Cy TE 

si 


-CD yyTD-Cy +h1) ° 


温 时 (337) 式 网 需 : 


此] 
-”- Lt em) = 


一 开外 
人 
一 (一 Bhi), 


x ete), 


在 和 做 部 得 : 
2 mr Kl Yer 
C2238) PO, Yo) ~ ytr+ D.Cy tH 各 
由 《2323) 妆 得 到 在 闵 拉 昔 珊 多 项 式 的 另 一 简 理 表示 式 (7 一 3 十 二 


总 一 到 ) 
C229) ce es), 
118， 和 参数 的 正 值 ”现在 我 们 考察 方程 (210) , 闹 参 数 。 取 正 值 时 。 


温 上 时 可 藉 公 式 
2 一 zwA88 


引进 震 的 自 束 数 xz1 以 代 ?, 莫 


引进 新 的 礁 数 和 1 慨 代 &。 
么 过 到 些 名 横 以 后, 方程 (210) 搂 需 


{230) Ti + } er ff Tl 十 妈 1 一 De 
土 式 亦 可 由 (213) 寻 光 如 下 的 自 名 勤 和 大 灿 的 构 换 而 得 至 
入 二 一 人 1 6 


光一 Ti; 
坷 此 更 在 我 全 下 和 藉 下 式 引 堵 另 - :未知 商 数 多 己 代 多 


一 EE 
We wl Vis 


(231) 


199 高 等 数 章 数 种 
部 得 六 所 应 满 是 的 方程: 


{28%) mt (8 十 1 一 ja) + [$+D jn=0 
将 人 包租 方 各 (13 了 雍 较 ,知道 现在 
oi; a gt l; bo:0; bh DD。 
和 的 二 区 方程 是 : ea 一 2 一 心 ， 
故 得 两 模 说 1 0 Cs 
而 多 瞻 的 交 和 7 的 向 秆 [107 志 : 


| 1G 二 站 二 入 一 芝 (el) 
= + Dri 9= - 一 二 -一 一 


[4 3 一 汪 


一 去 G 二 了 一 ii 
沙 笠 ,我 们 就 得 到 三 程 (38 全 的 十 个 解 : 
141] | 证 (1) Mis Cr 人 本 1) th pm 人， 


3 一 1 i 
C299) 
J = of, 了 《2 i 和 er 
英皇 下 利 下 是 两 斋 在 2 一 一 ce 分别 报 粮 2 一 0 和 纪 一 一 通 的 机 路 。 


由 L190 时 中 的 公式 , 营 正 数 9 其 天 时 于 两 和解 有 如 下 的 新 近 展 天 式 : 


| 1 i ba Et 
一 +i 天 
Ce TDi 3 .i, 
了 =D 次 


其 中 信和 和 Oh 是 带 晓 。 再 利用 (3510 式 立 齐 可 知 闹 魔 的 方程 (230) 的 两 
解 和 tts 各 2 二 co 时 趋 稚 堵 篇 述 盟 。 因 此 可 知 太 程 2 各 ) 的 尾 一 
韦 都 有 具 此 性 时 , 特 划 , 在 2 一 0 部 近 可 展 轩 篇 


r bd 
wT po Ei 《Wo 区 
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的 解 亦 然 , 就 是 说 ， 浒 谎 慎 何 宣 数 加 加 方 各 (230) 必 有 一 解 ,他 并 解 , 他 在 配 到 闻 00， 
十 0) 的 十 弟 都 等 诬 于。 


117. 高 斯 方程 的 妨 化 者 察 -一般 的 保 筑 篇 一 次 光 项 式 的 微分 方 
程 : 


(284) Cpot + pu. OE. ot 二) trott ry—0, 


蕉 此 届 Po 于 0 。 现 在 要 是 朋 渤 方程 可 点 作成 4225) 的 形态 ， 引 造 新 的 
自 搂 数 2 一 pot+ pi 右 代 tt。 可 往 Q234) 式 化 篇 (134) 的 形式 : 


(235) = 和 十 (auz 十 al) 0 Cb bu 0 


车 价 w=er zy, 菲 雇 昂 一 各 数 z=fz 代 ”， 则 针 适 党 脖 取 的 洛 数 
a 2 和 上 荆 可 化 得 方 程 (326)。 现在 从 角 方 程 届 25) 亦 可 由 遍 期 方 
程 : 


D+ +tatB) :+aBy= 
深 通 概 限 步 陈 而 得 到 。 引 进 另 -- 炙 数 < 一 az 以 代 z, 上 式 秋 篇: 


0 (1+Byr Toy 一 
(一切 72 和 | 和 + 一 0， 


在 渴 访 程 中 将 “ 趋 放 扰 限 ,部 得 方程 .235)。 如 我 们 所 苯 , 他 和 方程 (234) 
量 存 在 着 简 晶 的 交换 关 傈 。 上 让 橙 限 步 灵 的 结果 把 高 斯 方程 的 雨 俩 正 
剧 奇 黑 点 人 台 父 成 篇 一 咎 在 钴 限 速 的 非 正 剧 奇 办 器 , 剩 下 有 共有 一 个 正 
如 奇 殿 点 了 。 

和 上 和 刻 态 穆 有 在 接 关 全 | 


(236) SY 吕 十 (一 子 十 之 十 oo， 


车 厅 网 效 w =z” Tu 引 造 大 的 醒 数 以 伐 妈 ,有 各 有 形 志 各 (33 约 的 方 称 ， 


2 tm) 区 到 | £) v= 0。 


1 和 4 党 千 豆 教程 


作 温 方 各 的 形式 如 (151) 的 假 ,得 : 


| 了 一 四- 人 一 让 一 a 
Ww Oz | (3) **( (z+3) Be: dz 


其 中 上 是 内 (一 出 星 强 绞 z' 一 一 = 一世 一 渔 的 闭 斤 路 。 改 该 蔷 分 罗 数 : 


?一 一 二 
2 2? 
一 了 > -1 1 了 
得 = Oe * = | (—” 加 “(14.1) + Tetgs, 
1 、 


其 中 说 是 和 检 《 十 co) 出 发 由 正方 条 更 太 1=0-- 衣 的 阴 税 路 ,于 家 4= 一 2 
在 涝 糠 中 的 外 部 。 明 一定 的 方法 加 到 第 炽 1、 他 竹 告 究 记 闭 数 ; 
(237) 


stm 人 人 一 于 了 (8+) 者 2| CD YY (1 十 Ee , 
在 这 式 了 中 访 们 他 z 不 是 信 燥 ,argz 取 主 和 阴 ，|arg( 一切 | 过 工 ， 
又 srg)30 兴 i30 从 的 内 部 。 党 5- 六 一 mw 仿 货 范 数 时 
(C23) 式 具 去 官 议 ， 
但 车 (一 二 一 名 ) 的 实 败 部 分 不 大 从 零 ,fi (一 二 一 mm ) 不 是 苞 
获 , 则 (C23) 式 可 县 改 已 成 篇; 


m7 i F(t ney, 


A 


简 用 [109] 的 二 训 窒 易 篇 出 栈 鞍 107,;,( 国 的 泗 近 上 民 涛 | 
(C28)) wn De px 
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亿 在 局 形 吕 域 |arg xz| 志 x 一 8 中 成 闻 , 其 中 5 乱 仔 他 正 数 。 

247 三 方程 (286) 中 辐 肤 凡 (一 站 代 玉 一 办 代 % 划 此 方程 不 加, 下 
知 除 人 237 外 方程 C235) 台 有 一 解 zt_5,w( 一 2)。 由 渐 近 展开 式 (2388)) 六 
浏 可 知 庆 南 解 是 末 人 入 哥 性 狸 吾 的 。 

13， 你 数 原 过 戎 画 数 的 微分 方程 ”再 在 机 考 谋 倒数 是 自 多 数 的 
授 基 丽 藤 的 二 阶 午 性 各 和 计 方程 。 种类 方程 的 开 坎 大 健 上 逢 :前 而 研究 这 
的 傈 数 和 化解 本 画 数 的 微分 方程 的 理 草 机 闫 似 。 以 下 我 侍候 敲 方 竹 鬼 全 
坡 和 自 炙 艇 者 二 湛 航 。 设 有 方程 


(239) 区 《的 tor y(t) + oa) y(n) =0, 
其 中 pt) 和 gw) 是 突变 数 + 的 各 炳 里 责 烧 ,共有 实 负 期 w， 邹 
(240) PT Sp oT) = 6 


保 获 的 加 入 人 柏 保 设 了 FF 曾 共生 ; 由 某 些 女 始 杀 件 决定 的 方程 
《23 多 的 任 一 解 妆 肢 所 行 的 近 数 值 知 存在 。 候 如 (8) 是 为 猩 的 解 ， 
时 

PD Tn) = 0 

改 ¢ 铸 z 二 ay 得 : 

HT) pe) Tt) =0， 
出 (240) 式 有 
征 {3 十 9) 十 (0) 入 训 十 名 ) 十 半 的 加 (2 十) 一 0 。 

由 于 下 各 知道 伟 (2 十 只 也 是 方程 的 解 。 更 在 任职 所 钢 舟 狩猎 站 的 
解 信 他) 和 入 (说 。 剧 后 数 太 他 十 o 和 各 (5 十 w) 也 应 是 方程 (23 的 的 
佣 , 因 此 他 稍 廊 喜 可 以 表示 人 乱 扩 (和 %( 们 的 浆 性 寿 合 ,部 
他 (CR) = hd 8) + eta (Ww) 

yat) = a + qoaya (2), 
其 中 em 是 常数 。 浊 楼, 我 们 振 到 :着 取 点 程 (239) 的 两 个 乏 性 向 立 的 解 ， 
那 未 葵 自 要 数 还 加 一 个 过 期 就 相 党 认 使 他 他 元 通 一 个 燥 性 灵 的 (241)。 
还 正和 观察 具 解 桥 傈 数 的 万 各 时 我 们 所 淖 汉 的 情形 完 他 类 人 习 ， 编 褒 迪 


(341) 
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黑 一 届 以 熏 架 性 狗 立 的 仍 就 受到 -一 个 物性 杰 换 ,我 们 膛 可 以 从 篇 设 下 
去 ,好像 在 [97] 中 一 构 。 现在 让 玛 沸 一 些 千 果 。 常 数 au 典 认 稳 广 物 让 
解 刀 (和 和 (8) 的 还 吧 ,但 在 p 的 二 灾 方 程 
(249) lan~p 843 
tu Eee 一 户 

中 谓 傈 数 入 是 只 一 的 ,与 解 的 潍 取 无 天 。 震 方程 (242) 有 两 个 不 同 的 根 
人 和 六 ,期 存 在 协 个 特性 列 立 的 解 世 (5 程序 人 0， 满足 下 面 的 关 傈 : 
(248) Ws) PT 人 nel) = par (rt) 。 

车 方程 (2423) 有 重 根 , 靶 pi= py， 莽 ,一 般 , 斌 存在 一 向 解 , 他 雇 m 
来 耽 等 扒 将 伙 数 x4 疏 乱 32 二 过 时 代 赫 (243) 我 们 有 如 下 的 特性 绝 换 : 
(3244) ETO) = pT Mlst 0) 一 GaTi《 8) + pa tT) o 

记性 方程 (24 引 不 能 有 等 礁 需 的 程 , 因 篇 浇 数 wx 所 成 的 一 陆 行 列 
式 不 等 於 雳 。 

有 了 上 面 遗 些 糊 果 , 吏 在 我 们 来 计 高 省 种 六 同 声 合 之 下 的 解 的 形 
式 。 首 先 , 老 罕 (243) 的 情形 。 了 到 证 图 数 


=0 


3 I 
面 匣 到 Pe 


Bl PL 
本 。 
2 Pe 二 ', 


pI"=€ 
其 中 lgp 和 熙 pz 取 一 定 的 灿 值 。 租 4 收 篇 4 十 时 道 十 西数 各 得 到 
一 合葬 获 pi 和 ps 。 臣 此 商 式 


IC :p> 和 和 mlz) :or 
都 是 过 期 知 必 的 届 期 责 散 ;因此 ,在 (243) 的 情形 可 窟 : 


(245) Me) = pr pe); mh (te) = ps pu {et), 

其 中 gr) 和 gl2) 蚌 通 期 篇 w 的 届 期 而 数 。 在 (24 和 9) 的 情形 力 人 9 仍 
可 甫 示 如 (345) 式 。 台 部 这 办 (的 ,可 考 峙 每 式 六 (o : 人 hm) 。 由 (244) 
育 : 


十) , MY (oe= eal_) 
mrt Ta 


第 五 闪 ” 穆 性 微 牙 太 程 127 


邹 党 4 改 乱 < 十 w 脖 商 式 增加 一 项 “。 但 初等 夯 数 全 > 区 有 同样 的 


人 性质 ,因此 两 而 数 之 痊 -了 C24 一 7 是 个 通 期 面 数 (中 。 党 楼 , 在 
(244) 的 场合 ,我 们 有 : 
he) = pr pr): Male) = Em) + be) (ey 

或 
(246) mp ge): mr) = pr [Pat) +zga(z)]， 
其 中 pl， 人 和 pal 人 ze) 都 是 遇 斯 西数 。 车 常数 t=0, 囊 第 二 个 解 
mz) 亦 可 表示 如 (C24 六 式 ， 

现在 的 情形 之 下 ,一 般 而 禾 , 我 们 没有 什么 一 般 的 技巧 可 以 作出 二 
次 方 程式 (242) 。 不 过 磨 注 意 过 方程 和 他 的 要 的 炊 侦 性 实 。 用 下 面条 
个 最 简单 的 初始 休 件 决定 十 个 入 性 独立 的 解 : 
(247) D1 WO =0; yl0) =0; WO =1, 
因 般 方 程 (289) 的 集 种 和 上 列 初 站 条 件 均 篇 洋 画 数 , 故 当 + 到 实数 骏 时 
两 韦 亦 必 到 里 烧 值 ， 在 C241) 式 中 证 x 一 0, 由 初始 伴 件 (247) ,得 a1t= 
一 yl), Gn 二 V4)。 同样 , 将 (341) 式 徽 革 一 次 ,再 全 z=0, 则 得 
ebp 一 其 (oD， 643 一 情 (o)。 故 对 以 上 所 屠 的 铝 人 性 独立 的 解 , 二 次 方 各 
(242) 成 需 : 

Wm) ~ps Wm) 

C048) 如 C0)， 的 (@) 一 6 
赎 光 立 革 可 知道 方程 的 傈 数 都 是 实数 。 

更 伴 翻 球 考 察 一 个 特别 情形 , 部 营 (239) 式 中 不 含 (2) 的 项 于 ， 
还 降 廊 杷 成 篇: 
《249) YR) Tg) 一 0D。 

考察 让 斯 基 行 列 式 : 

人) = 0 TD — Yo) MCE) a 


二 人 0， 


由 LIT, 2 生物 下 面 革 至 式 砍 立 : 
420) = A 
现在 算 然 (2) 尾 颖 有 聆 圭 , 放 
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dg) 一 个 
其 中 心 在 和 常数。 如 果 责 解 加 C2) 和 yo(2) 满 足 彻 好 休 件 (24 站, 区 颖 然 
C=1。 回 到 二 积 方 程 (248) 。 过 睛 程 中 的 营 几 项 等 让 4{w) =1。 因 
此 :车 圣 方 各 (249) 取 南 个 吾 相 独立 的 , 满 是 初始 做 件 (247) 的 解 , 则 PP 
的 二 次 三 程 是 


“250) p32Ap+1=0, 
其 中 
(251) 2d=C0) + 


者 实数 4 满足 作 件 141>1, 而 方 各 C29) 有 确 侦 不 同 的 实 模 , 其 
和 王 稿 等 轴 1， 即 -- 根 的 息 滴 值 大 苍 1， 另 一 根 的 稳 济 局 小 认 1。 医 
14 < 草 (250) 有 着 习 具 辐 虚 模 , 禄 涩 值 都 符 本 1 。 最 钱 , 考 A4= 土 1 
期 人 5 有 有 重要 ,等 谎 士 IT。 当 xz 筷 限 才 大 睹 4 的 散 什 县 一 榜 很 重要 的 
这 上 明和 解 的 行 篇 的 束 四 。 现 在 瑟 研 究 上 面 拉 过 的 各 和 镍 不 同情 形 ， 

在 (345) 渤 中 因子 pitz2 和 glw) 都 是 过 期 菠 数 , 放 营 > 钴 限 增 天 
肚 沟 篇 有 界 。 所 以 管 z 增加 时 饰 的 行 篇 主要 是 由 第 一 和合 因子 决定 : 


Ey EE ~ 


252) Te 二 ; oa” = 。 
lgr 的 实 几 部 分 等 擒 lgip|; 故 车 14|>4 则 Ig|pi 交 9,1g|ps; <0, 

沉 “十 se 轩 (252) 中 窜 一 个 评 数 的 模 扰 限 增 大 ,而 第 二 个 项 雍 朋 芭 适 

篇 入 限 。 回 济 (2 析 ) 式 可 条 党 z 人 二 co 时 第 一 个 解 非 稿 有 答 , 而 第 二 个 

解 者 页 你 本 等 。 古 程 的 一 般 解 

(253) Cr 二 Cg 

澳 避 9 如 本 于 有 界 (不 称 定 情形 ), 车 14 之 则 IE 二 Iips | 一 由 

因此 沙 挫 甩 有 的 实数 x 贡 数 (253) 的 入 汰 值 等 认 1。 省 < 下 十 co 村 
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《2450 式 的 十 僧 解 总 及 一 般 角 总 3) 些 需 有 身 。 若 切 妈 从 件 
y=5; yO0) = 

中 的 a 和 的 组 对 伍 都 币 小 , 划 常 粘 CO 和 Cs 亲民 息 沪 什 很 小 ,从 前 对 
所 有 > 的 正 值 , 解 的 稻 对 仿 常 是 张 小 ( 竹 定 的 情形 ) 

剩 下 球衣 有 = 土 1 的 情形 , 秆 腾 方程 避 50) 有 重 根 。 兹 天 A4=1， 
即 己 =ps 二 1。 由 C246) 式 可 让 十 解 乱 
{254) mE) = PLY; TD 一 pa) 二 Epo) 
其 中 pr(z) 三明 期 面 数 。 第 一 个 解 旺 油 期 丁 伊 ,一般 , 第 一 个 解 旨 非 有 
界 , 因 合 坪 获 二 的 竺 放 。 页 有 首 ou(o) 轰 等 执 党 的 特别 情形 第 二 个 解 才 
是 通 期 画 数 。 最 德 ,者 4= 一 1 即 pi1= 02= 一 1, 则 可 取 忆 pi 一 Xi 代 
起 (254) 式 我 们 太 : 

mo) ge); mlz) 0 [pare) + epee)]. 
天 在 第 -- 个 解 是 油 期 囊 数 ,过 期 等 和 抢 2%4, 和 .上面 的 迟 形 一 模 , 第 二 


眉 解 一 般 亚 非 有 界 。 
飞 一 个 简单 的 例子 :考察 代数 需 常 钙 的 方程 : 
(265) YC yr) =0, 


带 数 4 可 愉 下 做 具有 性 意 近期 的 调 期 两 典 。 先 假 襄 9 是 正 数 。 
党 时 和 2 一 全 方程 有 下 面 南 个 解 : 

ML; Ware) 

党 工 改 篇 x 十 wm 睹 得 击 解 得 珂 深 数 ci1=e* 和 pa=e so 条 六 值 都 
鲜 专 1 。 质 以 得 涤 麻 稚 |4| <] 的 铺 形 。 者 (255) 臣 的 常数 9 需 贷 数 ， 
山 息 = 一 可 流 们 得 到 下 而 十 个 解 ; 

TD) Ee mam), 

活 % 收 篇 x 十 名 哮 导 十 解 得 到 莱 散 pl 一 cs 和 pa 一 后 局 部 基 正和 饥 艇 ， 
故 兰 座 由 4 六 1 的 情形 。 当 汤 程 (249) 中 的 保 数 97C2) 导 x 有 了 关 , 亿 不 欠 
器 旷 , 可 以 得 到 类 人 的 舌 果 。 先 娃 fa 过 0。 旋 如 ( 中 是 满足 初 怒 条 件 
yi) 二 1 和 (0) 二 0 的 解 。 将 方程 .24 积分, 苹 利 用 .上 逃 韦 姑 妈 件 ， 
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可 得 : 
(256) C0) = | yey ear, 

当 w 取 搂 近 状 吉 的 正 值 时 ,9i(g) 接近 狼 1, 政 由 gw) <0 知 
全 (四 >>0, 即 3 是 增加 画 数 ， 册 (站 的 的 天 傈 知道 便 草 拉 (o) 逐 狐 由 
正 网 负 时 处 (o) 才 有 有 取 负 值 的 可 能 。 但 是 另 -方面 ,要 六 (四 取 负 值 必 
须 他 -- 脂 始 就 是 沽 人 少 面 数 , 印 必 须 一 开始 外 [就 是 货 的 , 膛 和 前 面 所 
现 相 矛盾 。 故 可 肯定 对 蕉 任何 z>09 有 六 2) 之 0 和 (2) 沁 1 特别， 
gi) 1] 。 现 在 假设 ys(w) 是 满足 初始 储 件 yx(0) =0 和 多 (0)= 工 的 
解 。 稿 分 (249) 式 , 印 得 : 

(257) yo) =1—| gw)yon)ds, 

当 = 接近 於 盐 肝 ,名 (o) 搂 近 殿 1， 故 取 正 值 , 因 此 yaw) 知 增加 本 
数 , 莫 且 大 论 零 , 因 筷 %(0) =0 。 (257) 式 讼 明俊 党 ax) 水 渐 由 正 网 
贷 以 熏 外 (四 才 可 能 取 负 值 ， 但 是 另 一 万 面 ,要 使 ys(z) 取 负 值 必 须 他 
一 昭 娩 就 是 诚 少 范 数 ,， 印 送 须 一 开始 多 ( 习 就 是 负 的 , 续 和 前 面 所 说 相 
小 盾 。 放 可 肯定 对 於 任何 x 之 9 我 位 有 %( 罗 >0 和 化 (2) 二 1 特别， 
当 (@)>1。 由 上 面 证 伪 戎 徐 如 (@) 和 咏 () 的 不 等 式 可 得 

2A=y (+), 
车 样 ,我 们 就 得 到 下 面 的 定理 :车 在 方程 (349) 中 go) <<0, 有 A>1, 因 
此 A 和 oz 是 不 同 的 正 散 。 

将 尽 上 的 琴 证 改 得 更 精 害 一 些 , 我 们 可 以 把 q(x) <0 的 位 件 放 燃 
篇 YCz)《0 但 旋 时 当然 09(z) 著 不 情 等 座 吉 。 

4(z) >0 的 情形 禄 先 非 常 困 恋 。 我 们 苯 喜 牙 果 一 个 桔 果 , 其 本 明 
可 在 4. 对 应 普 诸 夫 的 若 作 “这 动 的 权 定 性 的 一 般 风 是 ”中 找 弹 : 若 
gtz) 之 0, 座 且 满足 外 件 
(C258) 名 [oa (sydr < dy 
其 P 科 ps 是 冯 滋 值 等 加 1 的 共 馈 被 艇 。 避 定 理 提供 使 141 <1 的 弯 
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分 人 条件。 

在 上 面 担 我 的 A. 并 . 雇 普 谐 夫 的 著作 以 及 他 以 和 钱 的 一 束 册 的 工作 
中 轩 谎 具 过 期 衡 妆 的 各 性 《及 非 舟 性 ) 方程 式 骨 作 了 震 粗 而 深 吉 的 研 
完 。 和 方程 (24927 有 了 关 尿 的 我 本 特别 要 提 到 他 的 著作 “县 通 期 傈 数 的 狐 
性 二 隧 微分 右 竹 理 其中 的 一 个 胡 数 ”《 科 学 院 物 理 数 学 学 报 , 第 八 套 ， 
1902 年 , 管 十 三 )。 

118， 傈 数 怖 证 析 画 数 的 情形 识 p(x) 和 g(x) 是 窗 炙 数 x 的 丁 
散 , 有 实 的 届 期 w， 范 且 在 包含 宝 轴 在 其 内 的 某 一 费 域 中 篇 正则 。 督 
z 一 m1 十 iw3; 假 哉 上进 带 或 是 由 不 笑 式 一 h& xz2<& 十 所定 叉 。 我 们 可 
志 用 夺 行 蕉 虚 轴 的 军粮 分 肝 带 碟 露 许 宝 阅 度 篇 必 的 县 方形 。 由 界 p(x) 
和 Yo) 的 过 期 性 , 他 由 在 每 一 个 长 方形 中 所 取 的 散 值 都 是 一 悦 的 。 例 
媚 , 我 们 取 一 个 由 不 等 式 

On wm; hr +h, 

所 定 寻 的 发 方 形 来 看 。 

引进 另 一 沟 积 : 以 代 2: 
(259) z=e 和 o 

在 2 平面 上 我 们 得 到 的 不 是 长 方形 而 是 一 属 图 开 , 侯 由 以 原点 篇 


中 心 ,个 私 等 内。 和 后 的 十 个 辆 周 所 图 成 , 但 过 加 环 在 洛 正 实 
辐 的 笠 径 上 有 制 稳 , 其 两 岸 至 唐 於 长 方形 的 南光 01 一 0 和 zi 一。 由 
肖 期 性 知道 ptz) 和 9(z) 税 篇 z 的 醒 数 时 各 自在 割 粮 的 两 岩 上 取 相 回 
的 数值 , 因此 他 们 的 所 有 各 聊 潮 数 亦 复 如 是 ， 简 首 之 , pCz) 和 7(x) 神 
入 : 的 南 散 时 在 活 阅 组 中 过 理 值 正则 , 帮 可 以 虹 划 级 数 展 并 


. 这 始 
P= Ean go=- Ebr 


由 (259) 式 知 : 
dd 
ds dz’ Qc 3 dz 3 da” 


~ ‘tm py [i 2 3 ] 旬 
2 一 2 
Ge 站 二 | 本 | Cu! 人 + 
十 三 二 0 


5 沼 祷 寺 移 动 长 乱 六 的 距 内 上 时, 因应 的 z 就 在 图 二 内 部 志 了 一 肖 ， 
于 时 方程 (260) 的 解 受到 - 押 迷 性 网 换 。， 才 20 和 《是 2 的 坚 晤 
数 ,让 硅 实 际 症 用 上 上 了 基 常 常 遇 到 的 情形 ,出 万 程 43607 的 傈 数 中 的 光 期 
般 睹 对 於 任何 2 的 有 限 值 此 和 需 妆 煞 , 当然 ,， :一 0 除外 。 i 
评论 ,z=0 是 方程 (360) 的 非 正 由 奇 与 点 ， 因 篇 几 衣 般 数 中 会 有 食 z 的 
供电 的 项 ， 

加 济 沁 程式 (289) , 因 篇 他 的 必 秘 在 4 二 9 项 正 划 , 故 可 苦 闹 足 动 始 
作 件 (247D 的 南 钻 解 (0 不 y2(w) 展 轩 篇 带 科 数 ; 

Tg 十 Wa) 一 人 十 启 p 人 十 计 g 2 十 …- 

区 些 秀 茹 兴 ,x < 万 睹 必定 收 敏 , 益 P 了 (CD 和 有 g(D) 需 束 曾 圾 , 央 般 数 
汶 和 任何 2 此 仿 下 航 、 若 >w, 央 可 稻 用 各 装 般 数 求 计算 汪 次 方 哥 (243) 
中 的 yt) 逢 [ C9) 。 

129， 攻 性 籁 介 方 程 相 。 凋 到 更 在 篇 上 我们 认 研 究 一 个 二 阶 狠 性 向 分 为 程 。 他 是 两 秽 … 

阶 如 性 方程 粒 前 答 开 唐 形 [9 条, 一 般 , 一 个 区 腊 综 性 天 程 可 成 用 个 -- 浴 穆 性 方 各 粗 来 老 示 ， 
姓 困 取 未 知 强 艇 的 各 周末 魏 沪 新 的 未 知 羡 数 的 疾 , 我 税 现 在 来 请 究 一 般 的 一 阶 按 性 方程 组: 


= PFTLPa ty 十 … PY 
(201) ptt net yn 


A pw Tp ye. pa( ry, 
一 让 所 是 床 姑 两 款 ， 理 如 有 有 是 于 红 的 耕 数 .但 和 1933 的 稻 喇 天 网 ,我 例 上 各 
缔 一 个 足 味 碟 示 电 伯 族 站 得 荡 太 个 未 知 柄 数 在 一 起 的 ;点 总 二 例 正 张 去 示 他 是 在 药 疯 夕 方 各 
之 中 。 人 全 全 可 忆 巡 字 虹 甩 [9 和 中 所 写 的 逐步 迫近 法 ,因此 也 可 得 到 [08 中 有 防 舌 
济 前 癌 代 苛 虹 ， 风 信道 此 本 果 旺 : 竹 陡 让 的 代数 er 人 起 看 团 一 中 芒 下 用; 到 未 厅 


rf 


时 各 让 入 一 的 8 六 伪 = 这 点 消 作 窟 吕 容 的 彻 种 伐 休 : 


LY = = 
回身 仑 轩 必 二 8 了 于 才 区 各 后 可 放 泊 任 们 不 溃 遂 绿 误 p (2) 的 奇 归 中 的 道路 敌 角 
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新 延 滞 村 友信 整个 解 板 延 析 的 进 宗 电 他 宫 是 兴 和 和 狠 的 解 ， 
汶 程 各 (381) 的 解 是 出 1 个 面 卫 所 烛 域 、 合 总 有 方程 粗 (2800 放 向 慷 。 避 些 风 唐 的 西 
散 的 全 赠 排 成 一 个 方 阵 ; 
| Bi Wa ta | 
r=! tors Yaa as |， 


ee | 
| Brly Wnty ry yun 


其 个 第 一 手足 号 类 明 解 的 次 序 , 能 二 科 足 味 表 盟 相 傈 一 解 中 国共 交 次 序 。 现 产 我 们 禾 症 寺 
+ 备 毅 所 形成 的 方 孟 需 广 笠 划 (261) 的 解 , 避 了 部 省 方 障 , 区 上 由 卫 让 路 襄 台 Pyl3) 所 成 的 
而 阵 。 亲 用 胡 了 的 溢 法 , 保 F 的 ] 中 一 嵌 , 我 全 可 以 把 粮 竹 方程 框 (381 改 稼 和 需 下 面 的 带 式 : 


26%) 7 TY 
Er 


但 村 福 注 : 因 壳 开 在 所 用 必 玻 的 意 闵 和 [98] 审 趟 同 ; 故 在 上 式 中 骆 式 有 遗风 到 子 的 次 序 
和 3] 的 (03) 式 右 造山 因 于 的 次 冶 不 村 。 如常, 皮 DL4) 训 广 陈 4 前 行列 式 , 我 们 可 以 谨 
旭 并 加 了 的 行列 泌 DL 了 ) 成 立 下 面 的 方程 : 


TE tpt putr}t +pmatzJisz , 


a 


{268) DE)= DY)| pape 
其 中 局 是 方程 粗 (2361) 的 一 个 辟 通 点 ， 序 所 有 的 偶数 Piktz) 在 此 均 坟 正则 的 台 。 (263) 式 剖 
委 表 需 副 可 皮 公 式 , 他 是 我 们 从 前 有 见 通 的 范 代 震 行 列 式 所 请 乓 的 一 全 公式 的 推 府 。 
国 行 列 趟 的 基本 定 闵 是 驴 窗 元 荣 的 悉 秆 的 机 ,号 知 要 徽 芬 -- 佣 行 弄 式 的 时 优生 要 站 别 稚 
芬 他 人知 一 行 的 元 汶 , 然 狼 把 簿 棋 得 到 的 着 党 行列 式 旭 在 一 起 喜好 了 。 例 如 , 当 = 哮 ， 
dD(Y) 二 


Yu Yi 


1 Be 


HU Yl2 Vi Ya 
ya Yoel [yd ee 

虑 方程 组 店 各 识 烙 的 其 下 芍 代 大 上 式 右 中 , 序 得 : 

DY _ | Pt 二 Paiz, gs [Es Dt pee| 
ds 1 Pa yi Pods Yea Yaols Piya Fryen) ” 
的 系 一 行列 式 牙 诅 匾 二 行 死 式 之 条 ,把 公 共 因 竹 Pir 全 加 行刑 式 针 本 床 , 可 除去 质 行 元 
党 全 网 的 等 识 堆 的 行刑 式 ,好 得 
FDrY) Yu Vel 人 8 
一 一 并 1 "9 

人 FH Ml Yay Wa 


fr EE 


» 


[ip 
下 = (pn+ pm DP), 


入 过 区 于 和 精 共 辫 章 可 得 到 可 皮 且 式 1363)。 演 公式 起 站 好 性 行列 式 DC 了 ) 在 区 一 点 名 一 下 
纺 必 着, 轩 | 伍 者 程 钳 1281T) 的 竺 -普通 咒 工 ( 卢 庆 在 在 的 听 有 拒 半 的 于 赂 站) 他 二 不 委 友 等 。 
车 这 尝 加 成 立 碎 ,我 们 适 了 全 党 全 馈 【 脱 战 工 的 # 御 部 坦 昧 局 入 性 稀 立 )。 过 了 咏 , 我 雹 这 可 
部 骂 诸 硼 贿 1 刘 L93) 所 知 ? 
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寻 
利用 (262) 式 ,知道 雍 方 隆 并 足 下 面 揣 方程 
dF-L - 
{264) -= -Pr-1, 
醋 孔 是 方程 俐 4262) 的 一 解 , 辣 
6 
(265) SP a 
作 坟 了 重 人 4 一 号 1 
嘻 用 下 积 的 签 共 报 如 各 二 程 1305) 下 (349 香 : 
但 本 
dw 一 0， 
朗 方 障 二 基 简 党 鼓 方 隙 Cs 臣 元 到 上 迪 三 二 扰 央 。 由 此 
2Z=0F, 


履 并 之 ,大 径 所 的 任 一 解 可 点 由 完 寻 评 在 左 沁 芝 一 常数 方 阵 遍 得 剂 。 入 涝 来 ,由 (282) 或 立 训 
知道 . 解 的 左 和 过 梁 一 任意 党 艇 方 涉 所 得 到 的 注 乔 仍 让 原 方程 竹 的 和解 。 注 意 
Di =D DF), 
可 知 马 ( 如 }) 千 0 当 上 且 入 淮 D(C) 守 0， 就 是 改 ; 以 一 个 说 孝 方 耻 口 荣 完 全 解 了 的 左 过 仿 蘑 得 
简 一 个 完全 解 , 当 生 僧 当 总 (中) 于 0 。 由 (283) 式 可 知 当 党 全 解 了 八 和 解析 迁 拓 各 ,在 装 个 还 
拓 过 程 中 他 常 保持 各 完全 朋 , 周秀 行列 式 趟 锋 茯 需 的 镶 故 。 福 演 : 者 用 [93] 中 的 读 号 ,我 位 
蜡 堆 在 一 入 解 的 让 和 沁 ,而 不 是 左 志 ,只 蕊 站 坑 碟 际 , 才 可 得 到 另 一 个 解 、 
铅 = 二 ea 是 平面 上 一 点 ,他 是 良 著 Pi 人 (7) 的 标点 吉 本 性 冰 届 点 。 樟 管道 一 点 湄 一 进 , 保 
数 仍 六 罗 到 他 看 玉 的 数值 ,但 是 解 王 释 通 解 业 延 丘 定 ,一 息 , 锝 到 的 是 号- 一 从 是 : 
+ 一， 
其 中 下 党 常 错 方 个 , 释 篇 更 镜 了 =a 各 点 的 富 贡 方 阵 , 帕 
DTD= DT DF) 
天 及 完全 解 在 焚 个 坤 万 延 拓 过 程 中 向 保 持 敌 完 全 解 的 事 窜 可知 万 限 了 的 行列 式 司 孙 千 摧 
堆 。 方 陈 F 蕉 基 完 全 解 Y 的 亚 皮 。 若 束 另 一 完 定 解 台 一 CT 虐 代 华中 口 租 行 出 式 不 称 
其 秘 的 常 粗 注 芝 ,人 旭 有 : PUY-OFO ZE, 
就 是 并 , 淅 的 解 名 的 和 守 号 方 了 泣 和 方 凰 六 相 伯 。 简 首 之 ,不 问 的 内 会 解 有 相似 的 各 芬 方 际 。 
121， 正 出 奇 艳 钻 ” 志 综 万 梯 丰 的 得 种 硅 惨 师 , 他 是 你 数 的 不 而 失 一 蘑 的 梅 点 的 。 营 入 
香 起 内 , 慨 融 过 由 三 z=0, 我 从 可 届 尾 方 葵 组 政 寅 皮下 看 的 玉 式 : 
TYE 
(966) 2 te) ts yat TY 


LYA gtr tg et 4 gs 
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其 中 wktz) 大 2 二 0 博 圳 正则 : 


L267) Qe) = Bret i tg 2 十 
现在 了 要 投 方程 租 (366) 的 形式 如 : 
(268》 ,= (bo sd ) 


的 解 。 兰芝 式 从 大 (268) 由 , 比 台 wr 的 保 数 ,我 们 得 到 一 纽 沪 定 保 数 o8 的 寡 实 方 种 : 
{at oa 十 和 十 GLC! 二 站 
(289Y fr SF {om pe 二 =0 


oa apn 十 十 Can 一 PEE =0, 

一 般 , 车 闪 小 < 上 时 保 散 co 都 知道 了 , 比较 x?+F 的 保 歌 ,我 件 可 屋 得 济 一 粗 决 定 仇 禹 cn 
的 方 覆 : 

11 一 站 一 直人 全 十 ao 全 十 … 二 区 一 下 
{270Y oo 一 及 Rt + nh = -Hse 

好 1 of ta 2 cn 二- ann A— Ee 本 

其 中身 st 是 请 保 数 < 后 1 了 的 讲 妈 机 尾 函数 。 下 上 过 举 计 算 和 [98- 忆 的 党 全 独 似 。 现 在 
肪 记 站 全 训 认 左 简 粗 (269) 的 行列 式 ; 


HP, fas :nL 
{271) fp = | a A 了? ee 。 
| Hy se ap 
不 俩 胡 程 狂 12369) 有 不 条 篇 者 的 经 ,我 后 几 须 中 
{272) Hm = 


对 於 其 他 非 寄 穴 厂 程 粗 (270) 我 伯 峙 监 求 他 价 的 行 玛 式 不 等 喜 短 。 演 卢 行 列 式 基 册 (96 的 的 
行 烈 式 天 吉 Pp 十 六 而 得 到 的 , 训 是 钥 , 他 等 於 了 [IP 十 六 ， 设 让 以 方程 (272) 的 一 要 ,将 匡 攻 
黄 任 何 疯 正 整 鼓 避 ; D1 十 基部 不 是 [273) 的 根 ， 避 时 ,人 以 上 的 计算 在 形式 上 臣 不 成 疝 是 了, 因 
此 我 倍 造 出 来 的 绑 散 (263) 也 在 形式 上 满足 方程 址 i266) 和 和 [9 外 中 一 榜 , 可 沪 峻 有 并 训 些 颖 
妊 在 航 数 (267) 息 改 辑 的 图 |%|<* 中 亦 吉 让 唐 。 

枸 时 方程 人 (272 的 北 恨 彼此 相 盖 都 不 是 整 表 , 施 未 我 网 就 可 用 上 述 方法 这 贞 方 税 杰 1266) 
前 "个 物性 泗 立 的 解 泳 。 不 然 的 栈 , 和 [98] 中 一 楼 ,一 般 而 询 : 除 丁 形式 如 (265) 的 解雇 让 温 
书包 全 lg 的 解 。 

将 方程 组 (366) 帘 皮 方 阵 的 形式 : 


裘 中 蛋 基 在 2 二 0 起 正则 前 证 函 靶 giz) 所 成 的 方 际 。 萄 出 可 以 把 温 方 障 会 > 的 正副 数 六 
蝶 并 成 谣 数 : 


1 3 调 达 数 章 数 各 


名 王 全 十 才干 作 ae 人 
共 攻 A 其 党 台 方 午 。 特 中 , d 出 正光 过 wa 磷 有 万， 如 也 诸 元 人 ofi 粹 成 ,全 儿 淮 。 方 积 乌 
(266) 可 泗 碟 : 


C273) “UY = FAT hw Asoat)s 
现在 要 求 竹 方程 组 的 形式 名 


Y=oW( I Cu Cunt) 
的 和 解 ,其 中 下 狐 Ce 是 所 求 的 束 郑 广 际 。 我 的 有 有 
dF 


WET Ot Oa) em CCC) 


认 入 次 程 (27 菩 , 监 在 在 边 用 2 下 架 之 ,得 : 
Li 

比 通 党 名 项 得 到 Wd, 

三 落 较 x 的 保 莹 ,我 们 就 得 到 一 租 的 方 耻 方 程 ,可 以 逐 闪 地 决定 广 耻 Cr 
AoCrt ECE = CEAgT OL -1ALT Odi 

或 0 一 Cn 十 EC 一 Ci 十 六 十 Ci 十 各 pa 

我 们 不 押 斌 先 过 方 积 竹 的 一 般 忱 有 形 , 姐 碟 乔 一 候 特 届 箭 撒 , 即 富 六 了 由 可 化 息 对 角 娘 
方 泪 的 情形 ,外 存 在 一 假 行列 式 涉 等 部 恬 的 常 谣 方 限 5, 使 得 

SAosT= [pe pos +s pa] 


寺中 请 Pp; 业 方 程 .272) 的 要 。 
户 下 多 挨 引 竟 嚼 一 未 知 方 障 Ti 直 挫 了; 


(274) 7F~ 了 19。 
代 久 方程 (278) , 赣 在 右 过 用 S-1 季 之 , 即 得 了 所 淤 足 的 为 程 租 : 
(C275) 2 了 (Bo Blz 十 至 st 二 
其 电 Br ddl, 
晨 昌 
{276) Bo= [Pl Pas a Hals 


如 证 ,要 执 苹 方程 租 (2 市 ) 提 形式 入 
Fa Dr Dut.) 
的 租 。 代 入 (275) 式 得 到 PH 二 0 有 及 下 而 一列 泊 是 集 灿 六 的 方程 
277) BoD, — DeBot kD, = EH., 
注 让 了 ;是 个 可 愉 用 洛 了 mtm< 玉 ) 来 其 示 的 方 谍 。 四 局 了 Bo 计 个 汶 角 粮 六 障 (276) ,中 {277) 
了 起 可 每 方 隙 Dy 的 元 类 所 脆 消 是 的 呐 保 : 
Pr Deh (Da)ly ert ht 1} y= {1B} 
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av 一 一 一 一 一 一 一 一 


及 {Dig sh De 


部 暴 为 程 (37 人 3) 的 获 要 之 渤 (p 一 pp 者 不甘 总 现 革 ,所 有 的 保 吉 就 可 完全 沈 定 。 注 合 : 若 
方程 (27 且 的 竺 由 让 祖 竺 的 , 但 方 隙 do 古 北 党 到 角 蒜 形式 {如 六 钼 午 初 竺 因子 ) ,期 已 上 的 对 
自 仍 为 在 效 。 

我 们 弃 衣 记 到 狂 孝 的 做 笋 疝 题 , 冉 乱 我 们 早已 昧 过 , 尘 是 可 以 和 (198] 中 类 仍 地 去 对 防 
齐 。 申 入, 逐 亚 注意 :以 上 贡 假 诺 方 程 (273) 的 胖 : 

Y=w M(t Or Car2t) 
遍 面 常 旺 项 黎 放 电位 方 隙 。 汪 古 不 月 紧 亚 岁 。 起 要 的 联 在 他 基 一 个 行列 头 不 等 於 稚 的 太 障 。 
密 际 上 , 诅 


Y=%m" (O08 + Or+ Ou) 
其 市 五 (0 #0 。 攻 另 一 解 
OY OF ler CoOF (OS + OIm+ Cir2t) 
但 是 如 我 从 折 知 , 尖 闪 方 丞 的 任何 和 解析 配角 有 : 
OFFCWN OP =f (OFLHON), 
创始 ， OF lew' OD =-eT (P=COF I 0) 
因此 新 的 解 是 : CC 人 二 TI 十 Ci 十 Oo) (Or=05108)o 
漳 方 航 {37 站 的 解 也 宵 辣 柑 的 笑 右 喜 。 
122、 正 唱 方 程 组 “考察 最 简 里 的 方 驻 租 ,其 集散 党 有 理 而 数 , 罕有 限 注 龟 有 -- 陆 租 贴 ， 
砸 在 扰 中 沁 点 咎 共 常 。 假 规 2= oj 是 全 孝 的 一 个 一 噶 术 点 。 每 一 保 数 piklz) 在 贞 权 站 将 留 
笋 芭 力 , 坦 些 留 禾 的 全 笨 成 一 方 你 0 。 滥 翌 , 我 何 的 方程 机 就 可 写 弃 下 面 的 形式 : 


d¥ Uy 
、 -一 二 二 了 县 
《278) ， E29 总 到 一 上 


其 申 如 是 着 数 方 隙 。 现 在 机 求 方 各 担 ( 轨 名 的 进 种 邯 , 他 在 一 上 x=? 半 册 蛮 成 盟 位 方 娃 。 
创 簿 解 需 


PB; w)o 
蚁 性 遵 们 和 和 始 位 件 , 我 个 可 将 (278) 式 政 寅 成 下 六 的 客车 形式 ? 
， Uy 
{270) Yl; ey) + Yi 六 二 所 


黄 中 方 随 的 入 忆 航 是 把 地 每 一 元 崇 宫 分 的 官 加 。 。 ， 
更 在 利用 我 局 洛 用 的 逐次 通 近 法 ,他 表 Fo= 了 ， 本 用 下 二 的 公克 这 起 


{280) n= 二话 Y() 旺 


j=l 证 一 艺 
由 逐次 造 这 福 有 : 
Fb; z= F072) — Foi-tt Yes) — FCs)l+ 


和 


188 了 和 位 条 皖 数 程 


坊 敌 各 宕 起 见 ， 训 瑟 8 一 rm- atfZ) (B=D) 
其 由 (390) 帮 : 
(281) RO do 
著 可 项 
(282) PB! ro) = 714) oi) + 
利用 一 般 公 式 {23 二 多 来 当 定 过 玛 开 式 中 的 前 党 苇 。 移 此 , 乡 
. _ 了 Pn 光一 i 
nid 区) ， wa lB Ba 
出 寻 a A 
2 1 
同 柑 ,如 Fo (cys es; oF Ea, 
得 名) 2 er 
bE - 
或 afz) = Dy Lyles,, an; 区 


其 中 各 式 右 选 的 和 因 训 六 各 为 人 1 到 束 相 加 。 摧 喧 送 洪 做 下 者, 攻 公式 : 


Loptmy) 29 =lg 了 


《388) 


Te 9 TY} i 
里 
b 


Lyle 7 yl 2) ay 


可 以 到 次 决定 保 远 了 5Coy,，'， 而 得 
于 。 
= z=, Uy Og Hota ss Gp TY) 


其 申 针 江 而 选 的 和 当众 放 ，… ;管家 加 立地 纶 ! 到 in 用 加 。 疫 艇 , 包 (282) 式 邹 可 用 方 际 
上 0 的 需 垦 散 来 类 示 我 们 的 处 : 


四 Pe 
(934) 了 (从 = 夺 互 ， 号 ， Te 
p= tr jp 


法 般 圳 中 量 盘 若是 屿 (283) 式 逐 次 瀛 涯 脐 。 

解 了 6; 的 可 到 请 任 一 不 道 通 奇 要 中 9 的 道路 被 解 斩 延 打出 去, 而 且 在 他 的 整 婴 存在 
域 和 就 是 雪 他 痢 过 任 沪 脖 析 起 拓 避 答 , 常 可 著 颖 数 (23 贡 天 寺 。 次 辽 上 , 我 位 瞩 这 党 人 钦 鼓 
Lata 0 区 医 通 任 章 的 解析 适 折 责 逢 , 枚 数 人 234) 仍 釜 妆 秀 。 最 起 ?是 一 朵 从 *= 
出发, 行 引 兽 押 点 oy 肌 冲 有 限 的 曲 籽 a。 5 其 竺 加 所 和 瘟 粹 ?了 峡 的 最 类 及 线 ,* 是 香 株 的 隆 号 。 
稚 5 如 晤 起 。 潭 用 通常 划 疮 由 积 分摊 全 前 ,我 们 可 逻 舍 神 级 种 (229 的 叙 副 在 上 的 值 知 下 
【得 
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| 了 Ka)1 < 全 de 


= 

从 而 [Lo (oy eps "ieP ee | se se, 

一 和 ,大 1 上 上 大: lLptty,s hi 匹 ) 总 一 -| 二 ( 池 ) 5 
ose 。。。。 电 让 ( 打 < 吉 人)， 


散 任 何 = 值 吉 履 仇 , 因此 可 知 当 任何 的 万 了 PE 朗 爱 保 堪 ota 四, 0 的 任何 解析 延 
拓 ; 玻 茧 (284) 种 过 红 针 胞 雪 [96]。 册 上面 的 估计 洒 可 知道 级 数 在 任何 有 限 区 域 (一 般 是 多 
昔 的 ) 由 篇 一 致 收 族 , 答 朗 道 区域 和 帝 点 2) 的 距 秀 大 部 办 ， 最 屠 , 和 将 医 艇 (284) 关於 上 还 碟 
答 牙 , 易 导 他 满足 (278),， 激 际 上 ,我 惕 可 以 把 他 改 帘 成 下 面 的 形式 ; 

Ytb: 轨 一 导语 UyEy(ay; + 了 Uy DU ys os Hy W) 0 


类 训 xz 德 落 ,全 往 


Se 区 -工科 ai 9) 这 bf 人 
主 加 Tt EE 加 Ey 9 
猪 是 序 得 : - 
dYrh: x} | [= 1 _ mn try 
ee WE oy 5 
或 
ie Fr Tta a ey] 2 
is 了 Dy Ty, Poloy, i] 和 可， 
部 


如 人 熏 , 中 后 易 昂 攻 = 一 5 时 (284) 的 解 织 址 户 位 方 隆 , 因 答 由 (283) 尸 的 定 闽 ,局 :二 5 时 
地 雪 (28 人 中 的 保 数 者 等 洪 兮 。 神 藉以 上 的 入 汪 ,我 俏 笠 到 下 测 的 定理 ; 

定理 访 息 想 人 278) 的 好: 洛 < 时 又 拓 时 位 方 际 败 ,在 休 好 区 央 在 丰 感 中 可 忆 由 执业 
{38 和 次 定 ,不 胸 其 中 的 让 陈 D7 起 何 于 下 法 。 

落 秦 = 平面 上 秘 各 点 dy 引 百 不 相交 的 割 注 ”到 多 限 这 去 , 则 在 过 笠 禾 证明 的 平面 ( 迁 
捆 禁 通 卫 坡 ) 市 , 解 (384) 是 * 的 单 秆 谓 煞 ,但 是 在 章 笠 的 两 全 他 将 职 不 同 的 数 往 , 因 乱 估 正 
方 俐 机 过 各 一 亲 棋 点 9 一 地 以 后 他 就 在 左 圳 补 疾 上 一 个 常 妆 方 际 了。 从 前 我 们 机 篇 对 脆 险 
奇遇 点 由 的 朴 芬 方 障 。 现 在 我 全 到 让 方程 粗 (278) 中 的 傈 散 方 仁 Bi 来 洪 示 生 入 态 际 Fj o 
作出 费 砧 x 二 5 解 的 施 值 篇 7， 冯 军 信 方 障 , 因 此 ,要 得 到 孩 下 符 代 或 的 值 ,必须 知 复 解 
(284) 沿 装 一 休 万 点 出 发 , 弄 柳 oj 一 授意 又 回 烈 5 点 的 阳 几 由 性 狼 解 析 鹭 抵 以 镜 职 的 是 
什 府 数 值 。 


149 高 等 数 艺 孝 竹 


导数 苗 出 公式 {234) 立刻 就 可 以 得 到 , 我 全 实 要 在 (283) 式 中 攻 午 和 中 入 妾 前 议 的 并 识 
路 盯 ， 求 此 照 zz 无 丽 的 名 豆 了 DGfiy ,i wy) 本 冲 值 ,从 坟 {284) 式 就 威 了 。 


高 


3r 和 营 j 了 = 让 

280) A 
和 

， Epler ts Tn TS) 
(288) (ai sey aps; =| he ds, 
基 知 Pj 可 从 斑 孙 趾 各 下 的 方 陈 大 禾 数 ,不 输 弄 方 限 Uy 如 何 藻 取 , 浊 级 区 常 居 因 到 收 艇 。 
(257) PT 入 区 淹 7 

be rdw 
定理 御 革 乏 代 式 让 是 陋 方 陈 0/ 的 巧 区 数 :但 朴 数 (287) 所 定 蒜 ,其 由 的 织 数 则 由 

《38 且 和 (3286) 趟 所 定 葡 。 


代 乏 (289) 式 , 我 们 可 以 从 时 :时 衣 2 的 两 个 相关 雪 乔 , 糙 询 的 已) 的 靳 值 之 阿 弃 在 下 面 
的 醒 保 : 


y [FE Plaps rs Hi..; b) Prfiay,s re os by 
pe ™ a = Et EE a 2 
(228) #0 ?tb) | b— oi, 了 je。 


姓 明 秽 哮 。 

加 时 将 上 面 得 到 的 解 了 (5; w) 沼 着 革 一 侯 从 一 -此 = 出 发 重 冯 加 到 各 各 的 阴 匠 路 侯 解 标 
延 拓 , 那 未 在 解析 延 本 的 潜 头 之 下 , 于 销 浆 路 机 和 当 贡 项 傈 从 正 或 到 方 向 赔 过 某 准 个 奇 吴 点 
可 的 穴 跨 的 和 oo 因此 夯 到 = 时 我 俏 的 解 在 左 渴 鞍 池 了 一 个 党 霓 方 限 , 他 可 溺 示 吉 将 周子 
减 T71 的 条 积 。 在 示意 冻 下 ,我 代 王 得 积 共 方 冉 Ty 构成 方程 (278) 的 一 咎 至。 

学 一 个 饥 军 的 例子 陨 蚂 一下。 在 73 图 中 有 三 撒 
党 虹 点 al, as 和 as, 渤 有 一 锋 关 椒 路 了 洪 示 解 镍 廷 析 
的 遭 路 。 区 中 的 感 栋 特 得 机 路 缕 咒 三 多 性 杭 各 贴 四 的 
内 路 的 和 ,他 俩 苦 夫 解析 还 本 而 加 是 和 1 相抵 的 。 叉 前 
曾 所 贞 的 由 必 现 在 到 他 6 点。 

第 一 悚 咒 器 是 模 痊 cl 的 ,六 党 过 休 事 北上 以 锐 我 们 
在 b 点 得 到 的 解 是 矶 了 他 ; x) 。 匡 妇 是 币 着 mm 的 硬 
足 ， 走 完 迁 凤 路 下村， 党 数 方 障 于 的 什 不 辟 ， 和 荷 方刚 
了 (5; 2) 划 在 左 渴 蕉 绚 了 另 一 带 喜 方 际 V5， 风 此 在 
吕 得 济 的 解 是 TiFsZ 8; 的 ,最 鲁 , 走 完 第 三 性 引路 以 负 ,在 五 晤 得 到 交角 基 

TITSF eal YB: zr", 
方 狸 狂 (278) 的 性-- 解 了 ix) 绕 利 了 (5; xz) 莹 -一 个 常 考 方 际 
Fir OP'b zc), 


加 知 
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由 [120] 知 关节 的 种 委 莹 已 式 是 : CV 
现在 再 看 了 (5; xc) 的 道 方 限 (9; 所。 如 我 俩 所 已 知 ,得 方 建 满 芷 省 性 方程 组 : 
GZ 人 动工 县 Fi 区 - 
7 = 1。 


一 三 


洗 和 方 得 奶 风 用 还 次 过 近 法 ,我 届 得 到 了 中 ; 2) -1 的 香 级 束 类 孙 式 : 


Pe 
《989) Y= > Up UT Cas ss Ss 
次 中 请 保 散 出 下列 式 子 识 定 1 

ar 
C290) Bas w= i 
各 

二 车 a ;mY 

{291) 一 -让 CA PR dz 


Jp 
壬 认 任何 为 阵 0 以 及 天 能 融雪 = 的 任 瓷 艇 析 廷 拓 , 最 隔 冻 (289) 党 切 粘 对 阔 询 。 莉 息 
薄 暴 像 迄 前 一 税 的 可 以 得 到 。 固 短 
CPP (C0; 0-1= Yb; oAp71, 
故 知 粮 模 奋 呈 由 zj 一通 以 向, 了 (5; 区- 在 布 过 和 亚 水 本 一 个 党 地 方 入 771, 种 棋 , 利 用 报 数 
(2p9) ,化 他 的 米 保 名 油 着 现 术 夺 黑 点 oj 的 并 娘 路 五 的 解析 延 折 ,就 可 将 了 71 址 示 坟 请 方 隆 
1 的 大 极 吾 : 


- ms 
(292) VPI EY UP ope es eo by, 
其 中 沸 保 散 册 下 面 的 公式 逐次 澳 定 : 
2 各 + i Ee: : 要 < Lbtt 129 
C298) PYlani = | se Pytay, = -fi a 


注 潜 一 个 竺 吴 情 形 , 即 党 (273) 式 中 正太 体 . 0 立 二 可 交换 的 情形 ,就 是 赵 , 到 任 二 尽忠 
和 ij 夺 


UU=UU: eo 
导 转 可 是 旋 程 粗 (273) 的 朋 了 (2; xz) 可 以 吉 臣 如 下 的 有 限 形式 : 
(294) re = (A) (全 全) 


易 由 上 痢 的 冰雪 党 =# 时 等 认 寻 位 方 牧 。 硝 蔡明 地 也 满足 方程 粗 (278)。 限 用 通常 加 
镇 称 共 的 规划 稚 牙 二 式 , 蓝 注 瘟 : 


(295) 襄 ( 达 全) -在 0 =( 玉 入 二 


印 特 : 
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和 


沉 方 嘲 Oi 可 脆 江 圳 , 好 各 训 任 可 民间 吕 的 知 角 歼 前 到 鸭 了 OD 可 次 揽 ，。 因 
县 上 或 古旧 改 喜 名 : 


MY 人 =3(3 — uu (Ee)". Ey 


B—a bom 省 一 全 了 
YD mm) _ 0 
遍 一 一 “] 语 二 


方 陈 (294 驼 可 汝 尼 (378)o (38 二 式 也 可 以 失 方程 粗 (298) 立 副 竺 到 ,如 时 我 全 担 其 四 的 立 和 
0 过 成 普通 的 瑞 郝 和 常数 ,实行 吝 数 对 天 , 然 策 再 丢 直 。 在 我 信 现 在 的 情 背 , 运 邦 形 江上 的 
计算 是 可 设 短 属 的 , 汪 篇 禹 方 耳 Uj 丽 风 可 交 摘 之 歧 。 党 各 万 辽 UI 责 末 可 交换 哇 ，( 29 生 式 
的 有 边 兴 示 报 数 (284) 和 的 和 。 从 (294' 式 可 知 在 进 清 形 下 , 徐 桩 中 一 过 征 方 建 了 (pi zw) 在 在 
饮 牙 荣 了 一 倘 常 每 因子 


pT Do 
由 人 A sy JP 
实 队 上 ,由 公 (Fa) =e 了 
瑟 感 用 洗 艇 画 散 的 多 信人 性 立地 得 到 我 倍 世 要 玲 朋 的 可 。 ， 
福 座 :2385) 趟 查 选 靳 出 现 聊 一 的 方 陆 Uy， 所 以 丙 因子 必 页 次 措 。 
123 钥 在 奇 昌 巾 妓 鼎 中 的 变 示 考察 附 育 茹 字 扰 数 的 名 对 方 随 的 对 数 枉 效 


1 1 rl 
2 证 ;一 F,= 3 2 Vi}* 
{298) 2 Br ig 1 xF v ‘ : } os 


辟 方 让 和 单位 为 了 相 党 接 过 时 ,上 式 有 移 的 吉明 束 上 收 襄 舱 六 数 侣 数 的 本 值 。 由 (257) 
式 可 基 当 谐 太 障 Uj 积 零 谎 笋 相 党 授 近 畦 , 遂 休 人 镍 自然 洲 是 。 及 人 稚 我 们 仿 识 道 共 享福 攻 成交 
由 人 837) 式 特 (Vj 一 了 的 是 天 式 代 久 (296) 中 , 拒 同 类 项 第 在 一 起 ,好 洁 了 | 的 方 沛 填报 烙 开 
东 , 党 菩 方 陆 fs 和 生 捷 玉 并 各 旋 且 卫 注 铬 匀 开 玫 生 : 


207) hj= = 公 “ Dr Ta， 


我 们 水 挫 寺 拭 汪 昭 敬 式 中 的 全 衣 。 因 需 得 工作 由 直 毫 的 代 太 和 训 理 是 主管 罕 昌 依 的 s 现 
在 考 窦 初等 蓝 狐 
WP— a Ps Wl 
298, (52) = “。 
加 旺 取 半 束 栈 灶 的 证, 全 党 * 二 P 时 其 逢 符 堆 , 那 来 党 名 一 时 本数 (298) 角 特 可 单位 六 
芥 了 - 静 癌 5 一 光 具 柳 洒 戴国 数 拓 站 了 251 故 冰 类 1298} 放 篇 另 一 
pa 全 FE _, oo 3 op, { 江 EF 六 


一 ! 一 


有 一 二 
十 式 中 因子 的 先 僵 次 术 不 因 罕 红 , 四 逢 两 四 六 邦 淮 同一 方 隙 柬 y 的 办 报 误 , 必 可 丰 相 次 搁 。 


» 
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关 桩 ; 我 稍 看 到 草 弹 四 一 过 征 利 等 硬 数 (299) 和 了 (他 ; 2 一样 在 导 边 往 苛 上 一 个 因 于 Fy， 
部 日 营 < 一时 信也 稀 英 音 亿 方 障 。 周 此 可 写 : 


(299) TC; 2) (Ft) nb; ), 


其 中 和 (Bi o) 是 自 方 取 , 只 = 及 名 并 兴 他 方 障 ， 了 I 在 5 一 遇 的 关上 需 氏 这 。 现在 和 
全 光明 他 和 但 在 "= 只 本 培 让 仍 罕 们 ,小 且 在 2 一 4j 党 正则 ,就 是 惑 ,因子 (5 】 “不 
售 惧 工 (全 的) 的 过 贴息 志 ; 生生 让 YY ) 夏 员 的 多 部 帮 办 候 ,好像 在 研究 二 府 方 
疤 的 正则 邦 虹 点 时 一 侯 - 


—- 


田 们 89) 束 王 

(300) Pc; s) {TF Ee) Wy o), 
关 英 2 短 牙 ,得 : 

人 2 加 Wr /2—uy py i i 

EE = -去世 (三 2 Yb: 中) 二 (二 之 六 i 
济 才 方程 (2 和 (300) ,上 式 可 改 寅 赞 ; 

和 -名 人; D+ ys: ; » - 
部 方 随 这 人 全; 区 是 下 天 方程 针 的 角 

他 io _ Yepp. wt Us WYDG; 9) 

{301) a -Yn; Tt 


面 到 (300) 式 的 右 移 ,我 们 在 到 两 倘 国 子 者 可 用 落 方 嘱 zs 的 圳 航 效 来 考 录 , 国 此 他 汞 的 
梁 碟 守 中 C6; e) 也 可 且 帝 考 障 吕 , 的 震 烽 数 来 洪 示 。 如 果 所 有 的 Us 区 吉庆 零 方 汪 , 则 于 y 
亦 和 能, 珊 (300}) 式 有 各 的 第 一 个 册子 成 入 饼 亿 方面 。 滋 放 了 收 ; #) 固 之 儿 0D(8; vw) 洒 可 
酌 同 廊 的 语 。 认 基 和 7(5; 2) 的 得 航 数 直 未 可 忆 由 下 而 的 形式 来 求 : 


= 1 
2092) Yi TEE EO DL 0 oe 
坊 (297) 习 (302) 式 代 大 廊 妓 (301) 由 , 控 私 政 禄 Fi 的 保 数 , 邮 向 ， 
dT my ss epi) PE ep, ,1 ) 
人 加 EE 一 


于 全 (qi ry pr [DAC eg Ef PIE 


i 


Da 


区 Pe = = i 

注 辣 ;上 式 由 航 记 可 加 的 各 项 其 名 二 个 因子 只 二 时 没有 有意 闵 , 遵 陆 人 以 军 位 为 际 从 
之 。 愉 使 我 俏 党 全 二 叶 术 的 和 ,其 中 诈 硕 台 来 天 的 芥子 如 是 流 有 总 闵 的 及, 中 记 法 妇 站 
位 方 际 来 代 符 。 | 


0 商 等 数 浴 数 程 


我 们 上 可 全 烃 改 入, 当 = 一 而 禾 任意 方 除 D 相 吕 接近 怜 区 为 孟 肝 ,了 08; 2) 名 管理 
伍 方 附 , 就 是 沿 , 当 xs 一 陡 膀 天 式 (303) 中 全 部 的 保 散 表 次 等 让 雳 。 部 住址 球赛 ,再 利用 上 
并 的 式 子 ,我 全 圣 可 避 宕 出 一 个 逐步 快 定 展 归 趟 (3021 中 的 刘 数 的 公式 ; 


Fyre. ] 
本 i » 也 Lr {a 7 
203 ia, ry 2) = 上 让 一 
-~-_ 工 和 Qt, rp a Pili 和 de 
Tt El 
入 旭 ,党 z=1 肝 有 : 
pnd, ep 十 1 _ ee | 
(204) 了 Ke BER Er ri 


展 鲍 式 (303) 中 的 井 些 综 攻 限 甘 是 3=2i 的 起 堪 中 的 嘿 估 西数, 因 丰 我 们 前 机 昭 道 极 炊 
{30 有 的 和 在 2 一 sj 的 囊 域 中 县 是 外 佣 的 入 故 。 由 型 立 齐 可知 【804 式 出 被 税 修 随 喜 在 概 此 
z=aj 的 留 散 卫 刍 稚 才 从 而 尚 就 (304) 在 #=aj 落 仿 正则 。 现 在 横 特 车 钵 明和 从 作 一 1) 扒 弄 
2 人 雪 吉 8<v 及 ,所 让 的 可 数 
(305) 多 
蔡 在 = 一 上 震 正 风 , 我 们 更 糙 明 营 :二 + 阵 夯 数 (80 呈 在 ==: oj 闲 候 正 腊 。 已 知 半 执 栈 数 之 沟 
雁 普 (30 引 的 岗 分 。 宙 高 注 法 的 慨 识 齐 豚 可 知 (303) 式 中 的 窜 矿 和 共 困 数 在 “一 j 证 可 能 家 一 
陵 要 趾 。 如 朱 宇 各 覆 吕 的 留 雪 不 等 肉 短 , 那 宋 栈 数 (303) 让 x 一 oj 的 屠城 玉 必 乱 字 值 , 训 且 下 
可 能 的 。 雷 此 知 遵 (309) 式 申 的 屠 科 芬 面 败 以 及 天 加价 本 辕 所 民 类 的 醒 烧 在 z= 亦 仿 正 
央 , 妖 器。 嗣 总 左 轩 式 30 市 的 保 数 我 从 不 授 作 下 评 直 多 斌 窟 。 

所 有 以 上 的 神 嘻 者 眼熟 诸 方 隙 可 ,要冲 共和 近 礁 管 考 入 的 满 合 。 以 稚 我 后 汝 要 答 个 己 及 
和 他 有 现 的 六 隆基 他 的 类 示 式 。 进 钙 志 未 式 可 帘 寿 法 的 为 陈 所 前 全 ,但 若 方 隆 本 的 江 特 牙 
圳 市 有 和 出 相关 一 个 不 畦 认 容 的 整数 着, 则 口 :将 是 站 种 类 示 式 的 背 暴 贴 。 

124， 褒 覆 舰 ”和解 了 (5; 芒 攀 坝 王 点 的 亚 取 ,在 得 点 方 隧 的 男 冰 形式 是 盟 亿 谍 陈 。 因 此 
方 叶 工 (5; 9) 移入 在 %=。 是 标 递 的 方 孙 ( 解 )。4 点 必须 不 是 强 奋 县 彝 本 。 路 热 ,我 倚 不 能 
证 硒 爱 zx 一 Gy 莉 任 何 和 寻 朵 你 , 但 是 可 以 管束 去 获 册 坦 种 解 来 , 他 由 奇 吴 引 = 上 的 部 城 
申 有 具有 最 简单 的 彩 式 , 正 像 我 仿 稚 前 在 正 风采 虹 卜 的 滥 城 中 求 二 阶 才 村 移 解 一 檬 。 下 党 我 们 
各 奖 欠 兴 共 刘 一 工作 , 业 妈 芝 各 和 解 炉 在 厅 肛 申 < 二 a 的 忆 航 骂 ， 

我 例 可 以 写 : 

Yb: 2) = )” YN; wy) pap) itb an) Ti Yd: 的， 


芒 记 于 式 右 远 前 河 对 因子 的 区 序 对 不 关 窗 要, 朵 坊 霜 因子 申 都 耻 世 合同 一 态 息 Ti。 授 
一 0) 展 天 区 0053 的 印 , 可 狗 : 

(306) YB; we) = (sag) Wy PD; 2), 

鞭 帅 - PHB 2) = ep) Db; «) 
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是 一 在 <= 伏 正 则 的 方 隆 。 妇 果 所 有 的 U 都 称 扒 用, 则 们 让 (9; 的 多 每 里 位 方 阵 , 因 此 
党 Us 相 党 搂 近 抢 轿 时 全 号 ; z) 的 行列 式 不 等 认 窒 。 六 阵 Bo) Te le 是 
六 了 往 的 指数 西数 092], 放 其 行 残 式 亦 不 等 苓 办。 出 是 当 所 有 的 Fe 邦 相 营 接 近 共 号 时 ， 
了 人 D 届 ; 必 ) 的 行列 式 在 “= 中 不 备 放 等 ,就 是 企 , 莹 时 方 阶 了 62; ) 了 1 在 z= 篇 正则 。 
沪 程 械 ( 妇 8) 的 任 一 解 奥 了 (5; x) 二 关 一 个 沼 数 方 障 因 于 0 (在 在 泛 ): 
(807) 了 (一 OF (b; »), 
如果 于 (4) 是 完全 解 , 则 局 的 行列 式 不 入 论 深 。 代 蔡 (307) 趟 可 需 : 

到 (2) 一 中 人 一 GT -TCFZD 亿 | 2 


得 如 上 8 所 知 ， Olw a Mtrto (2 6) ™S, 

鞭 中 

(808) TFI=CFIO-i。 
现在 取 方 障 等 稚 . 

(C809) C=[PH(8; oI 

则 得: CFD(D; 网 = 省 w=4j。 


得 嵌 :我们 就 得 到 一 个 解 0 (2) ， 帮 般 在 5 一 cy 的 妇 束 翌 , 他 可 洲 芒 示 燃 
下 人) 一 全 一 6 站 0 机 人) ， 
黄巾 表 fo] 是 个 方 痛 , 在 2= of 得 正则 , 划 卫 在 道 卡 笑 樵 中 全 方 阱 。 现 在 我 俏 粒 尾 :皮条 解 中 
的 为 阵 Pr) 噬 雹 就 是 方 阵 0y 
普 尘 ,福全 : 所 有 朋 上 做 出 来 的 方 限 痢 可 注资 示 器 洲 方 障 Ts 的 守 纹 喜 , 涉 更 希 者 相当 特 
近 疮 于 。 同 时 ,和 玉 ; 一 红 ， 本 } 的 展 申 式 中 也 不 能 包 合 常 束 项 , 朗 哄 有 如 下 形式 的 眶 大 式 : 


(B10) 了 = 六 pe 了 Printan Hs 
根 检 2 向 牙 下 式 OEICET mA 
和 上 入 一 样 ,我 俏 得 到 方 障 fa] 所 满足 的 方 各 租 : 

RAE) 扫 Us WiDy(x) 
CD de 


和 如果 所 有 的 Z7: 蝇 短 均 零 , 那 林 凡人 ) 脱党 是 个 以 散 方 律 , 但 由 在 "oj 的 锋 件 知道 慎 
”常数 广 降 站 吉 音 位 方 耻 , 名 歇 成 立 如 下 的 展 蜀 式 : 
(8312 Bs(%) = | 号 ， py 


址 展开 式 申 所 有 的 剑 数 也 在 5; 井 正 则 ,在 卫 在 遵 点 答 於 举 , 因 需 狂 数 的 和 对 喜人 在 何 欧 
De 从 == 梧 于 认 守 位 方 隙 的 读 放 。 种 上 箔 一 样 ,和 将 殿 困 式 4810) 和 (813) 代 不 方 醋 (811) 让 ， 
北 执 帮 赦 ， 可 得 下 面 的 等 式 : 


146 高 符 着 坚 教 各 


(818) Rio 一 A 
-二 二 3 ra $s Nr o 1ar, 
特 到 Nl 2) = 了 [5 dra 
转 条 yfop; 2) 的 正 到 性 ,上 式 指出 : 
a eo 


党 一 3 畦 等 式 (313) 胰 ; 


NN 
Bia 本 区 = Bo Na Er 


镭 玲 前 的 苦果 合 避 Nie jy) =0, 因 地 革 汪 中 的 破 积 筋 卫 数 的 第 一 项 不 以 2 二 篇 二 
点 -。 和 从 而 第 二 轨 灰 不 岛 量 点 需 极 点 ,四 也 宇 惠 再 知 入 + 二 5 时 广播 弧 中 呆 瑟 等 擒 吉 ,但 已 娠 
2 一 六 所 以 全 训 备 数 .11(ch， os 都 噬 等 下 稚 。 同 笠 , 写 出 对 隐 於 1 一 3 的 (310) 式 ， 
我 们 可 以 姓 明 所 有 的 保 惑 -rogy osy ci 都 于 等 共 夫 ,和 做 粘 扒 。 过 嵌 , 腾 并 式 (310) 筑 夭 上 
竹 是 一 个 简直 的 等 式 夯 1= r 瑚 在 >= ai 的 前 箔 解 就 在 如 下 的 开 示 式 ; 


318 Br) = (Fo— as 机 ta)s 
让 1818) 式 可 其 天 次 洪 定 必 狂 式 (319) 电 的 第 禾 。 注 意 
1 
ek 符 到 
ii + R24) = 兴工 产 品 ， 
季 得 men -二 J 


Ny) i ; TY NR a DY 
N; 本 - | 痉 i) BN OF? ] 
ia yj T) = = Er 二 ao 


其 由 Bq 二 党 加 =9; 26 一 0 痢 力 二 2 。 

事 简 一刀 久 狂 , 诅 向 ! 且 在 左 园 迁 冬 上 一 个 因子 e215。 如 我 全 所 知 , 人 性 一 其 抽 的 稻 
的 积 和 东方 卫 :站 和 e271 相 岂 ,就 是 或 ,下 绕 间 只 点 4 二 过 凡 稚 ,方程 组 的 任 一 解 在 左 还 鸳 得 
二 生丝 数 , 他 是 一 烟 和 27! 相 俱 的 六 承 。 

回 到 (8 的 式 。 我 少许 过 竺 式 右 诈 第 二 笨 因 子 在 r= oj 需 正 旭 。 普 鬼 ， 他 的 地 方 大 

而 (2 
站 z= 中 浆 需 正副 , 因 佑 厅 (2) 的 行列 式 在 一 ol 锯 走 工 的 不 起 。 一 般 , 旭 某 朋 了 fo] 在 加 
的 其 城中 可 以 江 示 篇 : 
Fa) = (ea) WT (x), 

甘 训 为 际 (x) 在 呈 铝 正则 ,得 月 行列 不 在 计 点 未 等 座 于 , 那 未 方 隙 邱 ] 釉 骨 解 了 (x) 的 指 


败 方 取 。 可 以 赠 明 当 DT 相当 楼 泊 诬 办 时， 7 出 了 (Cz) 肉 一 洪 记 。 特别 ?在 5; 的 内 航 解 的 
持 赦 万 阶 就 是 品 y, 而 一 般 ,性 一 解 的 指 束 性 律 静 和 Ui 相 做 。 

注 瘤 : 在 所 有 蕊 上 的 论 种 中 我 人 主要 的 是 利用 了 下 页 一 件 襄 富 : 任 一 万 际 曾 败 的 态 陈 加 
准 数 类 示 是 鸣 一 的 。 我 个 用 泛 多 坎 的 比 索 全 数 法 就 基 基 於 道 时 一 性 定理 , 怕 具 有 未 知 傈 数 的 
音 级 数 伐 大 方程 的 两 殉 , 然 德 出 明 癌 疾 项 的 保 臻 ,得 息 许 当天 志 亚 。 悄 样 ,由 唑 一 姓 定 理 屎 可 
菇 让 定 : 如 果 诸 为 际 UU; 的 宕 约束 的 和 在 = 一 ay 的 部 近 是 2 的 刻 逢 测 数 , 邳 未 进 扒 歼 的 所 有 
的 休 租 六 属 篇 跟 值 。 

在 [94] 中 绩 称 恰 这: 如 果 两 村 冉 赂 的 和 湛 挫 性 何 倍数 的 巨 际 诺 相等 , 轴 此 二 圾 娄 全 同 ， 
印 只 一 性 定 还 成 立 。 三 所 有 以 上 的 需 疆 中方 陈 的 陆 数 先 全 妊 辣 ,和 东亚 限制 , 所 莽 我 们 看 生 应 
用 只 一 性 定理 。 

125 ， 虚 寅 克 斯 生 于 的 正则 和 解 的 闫 休 ”四 大 来 考察 在 奇 哄 贴 一 村 的 和 钥 散 和 解 : 

n= a) {yo 

侣 请 荤 趣 见 , 假 酸 方 障 的 阶 娄 t= 妇 有 两 个 醚 立方 程 和 两 个 未 知 加 雪 。 恨 禹 二 陈 5 

丹 忆 化 管 对 角 铬 形式 : 
局 各 并 一 [Ap]。 

考 辣 积 牙 方 障 】 2Zy(2) 一 8081) = (2 一 9900 Br) 
或 E18) = 8 a) rn Pn Be) 
其 中 Be) = HBrtr) 
在 z= 篇 正则 ,只 也 铸 (2) 部 道 方 阵 的 元 素 : 

BIDIm), Zr 
tte 

我 四 元 网 (四 是 在 z= 篇 正则 的 陋 歼 。 注 意 


| | 
时 


er Pi] 一 
Don 0， (roan 


ne -anm, 0 .| BE) , DIR tx) 
我 他 有 EHP) = | 0， (Fa) rs | 和 2， BAC#) | -= 
| ee) Br) (ea) BID Cr) 
| 2 apr, zo te), Coa Ze) 
吉方 限 的 每 一 询 代 梁 职 立方 稳 的 一 租 解 C12 中。 避 机 ,我们 就 得 到 了 限 粗 解 ,具有 有 和 客 
鼎 定 理 [98] 中 一 个 正 则 方程 的 解 同 嫌 的 形式 : 
Be) 一 (一 ah) 生 加 人 人 eata) = (9— oh B 和 (es); 
了 st(o) = C0—an)mn ED); ma(az)》 = (%— al) rn BH (vm)o 
罕 避 华 式 子 由 了 pm) 的 第 一 个 足 事 迪 肯 解 的 次 序 , 弟 二 个 足 脏 责 孙 在 某 一 解 申 醒 数 的 


a 


1 高 符 名 学 数 和 


欧 床 。 再 注 注 :由 Z1(2) 的 定 头 和 入 (qj) 二 1 可 得 
Day = | Bc, Bi (a) 
| Bp), BPCay 
其 中 号 基 个 行列 式 下 等 让 备 的 方 限 。 台 的 (oj 最 热 基 2 人 z) 展 轩 二 (2 aj) 的 宕 器 数 蛙 的 
之 数 项 。 “ 
冬季 pa 在 [93] 中 是 判定 方 稳 的 出 机 ,现在 则 基 可 的 秆 向 鼓 。 在 了 H. 4A, 拉 淡 束 尼 列 江 
斯 基 的 工作 由 种 苗 方 隙 9j(w) 不 夭 念 明基 , 疝 帮 震 先 了 风范 ( 在 奇 吴 点 “= ai) 。 在 坦 组 命名 之 
下 汶 障 号 (a 可 以 等 和 震 在 4 二 aj 的 内 秀 解 。 
1265， 方 障 Us 起 任 间 鸭 翅 合 [193] 用 的 (997) 式 特 积 券 方 了 了 (53 <) 的 指数 条 代 汇 
纯 ) 王孙 管材 方 隆 ,的 等 被 数 , 污 粗 类 便 当 吕 。 相 合生 近 放 零 方 限时 始 收效 。 同 要，[t8d] 
下 的 (319) 式 粮 鲫 萎 方 陆 bj(o) 的 正 妈 轴 于 而 fo) 一 息 频 似 的 慌 示 式 。 现 在 我 们 要 人 研 兴 圣 放 
任 矢 的 Ts 吉 雨 方 陆 的 壹 示 的 问题 。 
由 证 绪 , 党 UV, 接近 於 零 方 障 时 我 们 有 [123] 


三 启 Js 


= 1 -liD lp me 
ME D's, 


及 Pl pa Py 前 有 妹 03 的 竺 沿革 。 期 Fi134 中 所 知 , 方 阵 让 条 [es 相 贫 , 表 人 
的 特 微 数 直 : 
N= drip Na 二 BeriPs , I m= ips ao 
符 莆 mm 所 不 相 加 ,利用 揭 末 看 类 胶 公 武 可 双 : 
Ld kd ne A hh RS ek 
1 ri Cm De 
得 请 他 起 见 以 逢 入 诗 访 站 = 名 提 情形、 点 和 4 的 介入 大 上 下, 得: 
人 一 人 stpi Fy — Tip 


npo 


Hi= Bi ep tT orips evi Oa 
器 
pl tring fa— 11 
C310) Le i 了 Ga 


着 p=p4, 虑 而 答 : 
307 Wi=(p1- i )t sari "te 

从 前 我 俏 肯 泾 时 仿 表 示 党 口 ;的 轿 极 数 , 他 对 区 任何 悟 ; 带 舌 收 蓝 [121。 开 在 出 ( 的 
武 朗 得 全 的 左 示 式 ,到 放任 何 De 。 如 果 Pt 和 ps 相关 一 个 不 知 闪 专 的 甘 烙 , 则 (319) 式 内 
了 意 着 , 畴 篇 过 轩 简 式 省 加 的 寻 全 等 稚 老 ,而 季子 不 等 内 替 。 远 笠 , 对 Wj 而 车 ,如 果 拒 他 者 
让 J 的 硬 数 移 钱 , 著 来 特 微 数 可 以 相关 - .个 不 等 这 过 的 束 数 的 方 际 如 ; 就 基 导 再 数 的 许昌 
点 了 。 蒋 伶 鞭 他 的 广 陈 避 贡 部 H 不 卫 广 奇 虹 站。 上 述 奇 加 内 的 存在 退 是 由 舱 饭 数 L297} 


一 -一 一 
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楚 当 Us 接近 於 寺 方 陆 才 路 线 的 寿 故 。 
现在 于 辣 : 利 用 级 歌 (287) 怎 民 二 可 以 将 区 ! 焉 示 估 天 价 对 让 任何 可 U, 具 沉 收 煞 的 竺 烙 
数 的 商 。 做 一 个 Uj 的 散 字 而 散 ,就 圭 院 , 当 UU 己 拾 于, 醋 喜 的 值 古 全 一 定 的 散 字 ; 


(B818) A = iiPs te ei saips _ Hin (Pp1™ Pa) 


DR Fp) ° 
我 们 可 以 指 他 展开 壳 岩 任何 站 和 ps 督 各 收 敦 的 再 报 数 : 


(819) d(UN= i (pt po o 


虹 {可 /pe 服 方 屿 本 的 元 卉 ,我 出 可 以 富 出 所 i 和 Ps 所 满足 航 二 次 方 种 ; 
{Uj {Uyhs 
[Uy]aus {Uy]ao—# 
其 次 ,我 们 有 : - Cp1— Po) (PL pa}2—dopas 
夭 用 二 次 方程 的 想 的 和 揭 生 种 的 性 早 , 可 有 <p1 一 p22 涯 承 巷 [0jjpn 的 国 数 : 
Cp Pay?2= {Un 二 {Un — 4 U0)ulUa {Dll UD) s 
扩大 (819) 式 ,部 罗 4(0) 开 示 入 {0}pyg 的 泣 报 数 : 


0 


4 = 00 UU ha OND 
导 半 是 时 座 任 何 的 D 铝 估 下 诸 , 夏 需 方 限 Di 的 元 到 的 茜 醒 数 。 

知 策 覃 起 见 ,由 和 (0) 各 上 报 报 的 一 般 顺 : 
(20) AUD Eh), 
其 站 加 (Je 稚 b>0 暑 和,(0) 是 [jjpg 的 名 次 窒 次 才 硕 式 。 由 (816) 和 (318) 式 知 ， 
道 关 各 C0) Yj 中 辆 因子 阁 基 【Dj}pg 的 整 随 数 一般， 他们 是 所 有 的 方 际 如 ,的 元 江 的 蒜 
商 笋 。 由 [83] 知 苏 运往 整 杖 数 可 以 展 妇 坊 7。 的 元 党 的 谢 妇 多 项 式 的 宕 级 数 。 利 用 (2977 
和 {820) 式 ,可 将 展 轩 式 富 成 : 

A(UND Ws = 二 [2 Us U Bre UD ep es s)]。 

上 面 的 级 数 半 任何 的 妃 : 次 需 攻 向。 衣料 ,我 们 驶 煌 刺 1 泪 示 篇 两 个 Us 的 元 米 的 整 丙 

蔗 的 了 南 了 : 


有 DD” UU UD sy pe s)] 
(321) Wi=*=+ #=1 Ef rr da 
: DD 
v= 


注意 : 牙 坏 中 是 一 个 中 燥 党 答 项 的 级 数 , 温 些 散 宇 与 和 方 阵 0 的 元 素 有 随 。 完 全 车 以 
上 祖 同 的 前 时 可 以 姓 明 
dU (Wap 和 有 TD) Co ~ 


日 性 
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者 是 的 泥 业 的 订立 襄 。 出 (30 提 式 姑 
MUOPDPDE: wi FB oi AN Ct A TT, 

方 降 了 他 :和 了 (6; 和) 1 都 是 方 息 Us 的 著 国 数 , 革 丙 于 税 0) 守 中 0; zw)-1 蚜 可 

的 元 洪 约 恭 融 谣 。 由 [124] 知 户 范 方 往生 (2) 可 焉 未 笔 : 
By(r) = TB; a) -i Yo (Db; w), 
因 下 4 可 jj) 也 是 可 ;的 元 素 的 整 求 才 。 间 样 可 知 妆 届 
UDG = maT A ND a) 

也 是 己 : 的 元 事 的 整 画 数 , 因 入 他 一 o 站 -到 是 1 的 整 画 喜之 喜 。 利 用 隐 团 代 (3197 我 们 可 
其 把 阶 刀 方 障 出 (7) 类 洒 各 十 位 如 ,的 元 来 的 装 湖 数 的 从 : 


(wT— a) 0 1 x Ud Nt,, ,ani | 
(322) GO 
SU 


注 密 : 在 所 有 谍 上 科 会 式 中 数学 4(D7 可 以 和 任 一 五 了 次 摘 坎 序 。 在 《各 人 和 [322) 
式 的 务 子 中 , 航 糙 的 项 是 布 [ 矿 , 的 元 素 有 踢 的 方 牌 , 因 需 者 项 申 的 方 隙 因子 Ujs 和 数字 因子 
sat) 者 独 [ 他 科 有 有 天。 

会 式 (312) 和 (322) 舌 时 科 诅 兴 共和 需 广 了 De 的 元 来 的 村 级 载 下 村 级 执 的 南 , 而 其 中 的 毅 
散 itaf ms ef 2) 则 训 2 有 有 天 。 反 过 来 我们 也 可 这 将 身 (2) 展开 成 (一 后? 前 甘 家 履 ， 
其 侨 散 让 可 的 元 亲 有 并 。 过 般 吉 在 任 一 不 包含 % 一 多 六 外 的 奇 蜂 副 的 辐 2 一 jj 二 帮 中 全 
瞩 敏 。 

我 位 半 蜡 交通 Bi(2) 满 是 方程 (311) ,其 中 Tn js Bh 


如 到 fo _ Utr) 
dr 一 人 }) 2 Ba 2 
[2 
(333) B(x) = Ir A ey? 
六 


代入 着 方 徐 由 ,其 中 47? 基 和 “天 月 的 未 知 方 靖 , 比较 等 式 隔 过 人 一世) 的 同 次 村 的 全 数 . 
序 往 一 列 径 步 雇 定 坟 阶 AP 的 五 稳 : 
gl ADU, 


UAy? A A 和 = 一 2 - 一 sl 
(324) 十 Bi -瑟瑟 -二 和 {p=1, 9, +}, 


和 半 关 伏 的 访 程 组 我 们 时 在 [121] 中 表 到 肖 了 。 我 们 他 颖 再 求 (832 二 式 的 鲁 久 及 吉明 强 
数 (32 和 前 的 收 喜 , 国 需 所 用 的 方 污 基 和 [9 的 市 益 天 地 的 。 但 立 演 量 一 售 尝 ,部 深入 由 CN 
是 为 贫 如 ,的 元 瑟 的 装 辐 数 , 识 有 可 点 层 闭 党; 
a E 和 
A074 = 六 [名 于 Ca dD 0 小 
其 申 Tp 去 未 咎 式 (3819) 的 市 名。 
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127 ， 淖 正 朋 村 虹 了 周 凑 下 的 届 居 或 ”现在 我 们 老 嵌 康 数 以 x=0 篇 任 党 阶 标 的 入 性 方 
靶 六 ,篇 障 单 黄 , 恨 融 误 旦 保 数 部 基 一 个 多 项 式 裕 除 雁 2 的 正平 表 基 而 得 的 两 浇 。 混 用 方 障 
训 法 ,可 将 半 方 各 得 寅 减 : 


i 
825 S2 = 了 了 芝 Tm, 
《825) dv pT 


茂 电 2 是 已 知 的 万 障 。 一 般 而 诊 , 7 二 0 兰 是 半 方 各 组 的 非 正则 奉 呈 点 ,但 我 们 仍 可 滋 次 态 
程 错 典 用 逐 兢 近 近 法 而 得 一 个 形式 委 蜡 的 解 , 铎 通 胃 苓 + 的 主 感 解 析 延 拓 税 仿 沪 有效 。 如 
常 , 遵 个 解 可 点 类 未 优 方 障 Tp 的 四 缮 数 。 现 在 节 一 山 ax#0, 要 求 方程 粗 的 解 了 (6; <) 使 宫 
z= 上 时 可 避 畦 位 方 子 。 我们 可 以 涡 下 坦 个 解 新 及 清 足 的 通常 形式 的 秘 对 方 色 ; 


上 
Yh; 2m) = 于 下 了 人 ;了 Srp dy。 


全 2 一 了 

(826) 了 afz) 一 工 | FE Fe EE Typerdr, 
2 年 = 一 四 
到 在 
YO; 区) 一 Fo LTE) 一 了 0 十 [了 sfzy 一 卫 攻 区 二 

笠 训 Br YT — Yr), {Zom1) 
肥 而 326) 式 窒 
{127) 乐风 = 上 -A mp 


上 用 下 而 的 滤 推 公式 定 座 一 省 * 的 重 款 : 
(328) Lp.(B; 要 一 [0as; 了 "= Lp pe Cd; pyar ds o 
上 (3270 和 (328) 式 恬 氏 逐次 迫近 的 姑 算 ;, 邵 得 : 


到 上 
zDD = I Tamdre kT Tob; ), 


D3=" Pi 一 


站 
ERE Tb 中 Danidz= Bn TD, Tp; o), 
b pm Poe=—8 Pir psn™# 
E 
一 般 ZF) 一 = 于 To 
六 一 一 本 


鞍 榜 ,所 采 的 解 襄 可 用 下 夯 的 方 陈 需 级 时 亚 表 未 : 
(999) 了 DD=I+E . , Or 


像 [1333 中 一 样 ,可 忆 订 明 才 圾 灶 厅 针 月 一 致 必 角 , 因 此 就 悬 所 求 的 解 。 现 在 的 情形 下 ， 
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《829) 式 的 蒂 牙 者 可 求 得 褒 来 ,所 内 级 数 (328) 中 的 保 败 痢 是 可 以 明白 地 宕 出 来 多 
虑 薪 (328) 中 昌 画 数 我 傈 首先 考 钳 和 他 悄 疝 柑 的 碎 修 ,人 己 是 具 凋 陈 忆 的 任 曾 常 妾 : 


+ 
Mp, (tt) =| odes i 
出 
| Dp pr Ce) Pr Ge 


弄 些 破 东 中 的 任 波 常 台 全 腿 下 面 的 办 法 来 决定 : 车 PL 十， 十 P。 十 由 0, 则 要 求 枉 孝 
34pup, (0) 其 下 之 形式 


{330) Mopper tt 高 Co 


其 中 人 ,十 第 字 保 散 。 著 入 十 … 十 包 十 一 0 医术 牙 常 数 可 芷 六 到 之 。 首 先 五 明 浊 于 
深 定 伍 雇 党 就 的 辩 法 是 可 能 的 。 常 =1 时 有 - 


zrtl, 


1 
合击 十 1 二 0 
1 3 
区 = 故人 好 了 一 ; pit 


十 霹 jw 党 六 十 1=0， 
其 中 a 外 是 任意 常数 。 吏 痊 候 上 股 容 入 《<r 入 (330) 式 当 所 让 的 14zp，…p(a) 者 已 午 成 立 , 怠 情 
村 定 贰 琴 数 MM, p (7) 


人 四 
Morsmpo tw) =| mht Be lp, ler zn ge 


尘 风 抽 祷 铺 形 - 车 生 十 … 十 D+1b 十 [大 0, 行 共 部 种 号 :得 


wt tp tt 


一 Sa _ 
ET 亚 dinpy ]g* 交 
Ed 1 
[re 高 Getrpe 1B tds 
矿 垃 元 行 对 部 各 革 , 琶 接 林带 


ral 
Mp py (EY = Pt 到 ga 
二 =| 


加 PCE 


其 申 诗 保 娄 opp 是 请 坏 玫 av， 的 萎 性 秆 合 , 附 了 了 交合 .op, 中 已 有 的 任意 常 喜 外 夺 阳 
伍 音 用 的 任 次 疝 圭 。 
十 约 十 … 十 strt 十 2 十 工 = 名 


Pitee+pwty De 二 工 


下 全 人 4 
i.. 有 
pos 一 oat. pm 部 一 J 二 Rp BH 


机 二 闪 糠 性 将 芳 广 程 i183 


其 中 9 人 0 ,是 新 的 任意 常数 。 遵 柑 , 绵 们 就 脱 弘 了 俯 妥 (330) 式 雇 定 常 圳 是 可 稻 的 。 地 外， 
由 贞 土 的 器 性 立 草 可 知 路 全 数 4 的 收取 的 全 部 任 恕 性 就 大 识 党 天 十 … 地 pc 十 y 二 0 时 多 数 
,是 任 得 现 家 的 。 


现在 苇 求 水 步 君 算 qi, 的 扒 法 。 当 w=1 由 前 面 的 计算 知 


1 
a 和 TT 全 a 当 本 十 Ia0。 
性 检 常 数 ， 当 加 十 1 二 0 1 当 9 上 1=0。 


发家 ,南开 pptz] 的 定 攻 月 : 
-各 Mrampe ts) = Mp np a lH) Pres 


破 册 5350) ,得 ， 


他 LD w=—l 
(下 十 ， a gr et BD tap lt “一 马 ps Tg ny 


余 队 {Pit tp) a ,=0 


(+ ep FL) be, = a , 
(n=p -1,2—2, .1s Oe 
蔬 光 者 壮 各 地 … 十 台 . 十 v 二 0 的 情形 。 道 时 我 们 有 : . 


tn a 1 Ti} Catl) 
App = EE a 二,|。 


贷 次 忆 4=y 一 lv 一 3… 代 入 上 武 ;得 : 


tr) 1 人 -了 
如 一 一 一 
Dp pT 


{v2) 一 1 [se - v1 ef 
Bi“Per 各 十 … 和 十 六 ,十 攻 Paw Pel 十 于 各 十 Dpeil’ 


1 [py 正二 了 (arly 
村 = pp 一 FT- _ nn 中 
Pp Bp [es pt 


eel n+ a ra 1 十 1 一 二) [aly 
TT sy + De Fo < 


和 营 用 十 于 Pr 十 x=0 里 ,由 前 面 需 遂 的 公 江 得 : 


(et 上 


Cn) 二 
poe TL cptpwa {A=0, 1, -3 r=) 


而 ai 忆 任 塌 。 挤 稍 以 上 的 邯 果 ,我 们 得 列 下 面 亨 才 兰 保 , 医 纵 洗 定 睹 保 数 q: 
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‘m1 
cm 一 TI 殴 下 十 上 学 0 


co- 拉 车 于 :十 1 汪 0 


并 沈 所 十 1=0 
0 {2 十 下 二 四 寺 b 于 0 
C231) Gi 一 | ul atl 十 
or pr Fr pe 生生 十 十 
十 CU 不 1 十 允 。 ccnt) TD) 一 ] 
《1 十 -… 二 了 十 到 对 各 ED Er DivFe-y 


人 一 于 


, 1 i 
人 (A=p rl, 2 1; pit p+ y=0) 


刻 标 想 朋 型 poutT) 来 类 示 胃 训 ppl5; 2)， 我 们 需要 引 禾 新 妆 画 几 YA -pT) 
他 习 基 由 下 列 铬 式 沁 步 地 , 红 健 单 入 一 定 鞠 起 来 的 : 


MM, £2) 一 — ,2) 
(sg , 和。 
Mppp {w) = -to) My pr (To 


在 上 式 噶 扒 上 相 如 的 各 项 中 哮 圭 蕉 #4=0 的 那 一 需 的 第 一 钻 古 子 2 人 .py(w) 路 -0 
证 有 瘟 闽 ,早上 及 了 求 代 儿 。 苞 在 诈 咀 
383) Lgep, (B: 4)= 三 pe 人 Ba py (0), - 
站 中 游 咖 礁 4=0 章 优 的 第 一 个 四 子午 革 窒 英 上 一 > 的 项 的 第 二 何 因 子 冤 哄 凡 1 来 条 代 。 

党 "=1 有 时 灌 式 子 显然 成 走 , 因 入 丰 避 些 滑 炎 的 定义 知 : 

Tp, C07 o) = Mp, (0) — Mp, Cd) = 2p, (7) + 8) 
要 粒 明 (333) 式 对 枉 一 vz 咸 立 可 愉 用 谣 炳 法 。 
个 酸 芝 和 sz 于 公式 人 8 的 灶 所 有 的 ppat2) 二 成 站 ,出 得 


ad 


= Sp) yp ee ds 
但 四 40， .pl2) 的 定义 : 
1 Pit1™ pr le) EP dr= Mp-pra (EY 一 和 里 


作 而 Ey: D3 2) 一 六 a: pnt) Lp, pn te) 一 Er pp bs 
或 利用 兽 x=5 时 (339) 的 第 二 式 ,好 得 ; 
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wl 
Lr 1°"Dy+1 tb Eh 三 加 ay, Pa 他 》 2 Prri 《7 » 


™, 
B61 (883) 式 堵 pppntb; 2) 殊 成 立 , 克 由 叶 抽 法 知道 他 对 论 任 疝 的 > 部 关 立 。 扫 (333) 起 
知道 到 训 -pvke) 有 和 开 pipufs) 同样 的 形式 ,但 保 吉 不 同 : 
(384) Mp (Hp SD ag, ess o 
+ 


n 


| 


树林 此 四 了 恒 地 得 到 计算 保 数 3 作 ,的 方法 ,我们 光 吕 如 时 从 I .wp 咸 章 下 辐 的 公 


器 


(C339 za 二 一 『 ap aa， (二 一 | pa dn 


入 芷 常 亏 生 如 此 取 法 ,局 得 (834) 式 咸 立 。 如 前 , 道 档 就 族 定 了 了 弄 的 ,党 各 十 … 十 


-于 pvp 中 0 通 藤 党 实 十 … 十 恩 十 ?一笑 昧 o 的 ,和 如 全 取 法 ,我 们 下 邓 理 襄 。 觉 Y=1 脐 
有 有: 


a 
MD) My) 一 一 2 
局 遇 M$, (n= -| ma 
沉 在 隐 台 省 入 4&7 一 1 阵 答 式 
(390) = 
如 威 站 ;要 证 四 他国 入 = 里 志 成 立 。 从 1389) 趟 有 ; 
wt 中 
所 pp 三 -入 [ Mpmmpr DE MB) + 
和 这 
Tipp tt Mypnsspe 人 9] +, “ 
或 由 (830) 起 各 ppu(2) 的 定 芒 ,得 : 
， r-l 
pe 《cz) = Hina RM, pe (Et) — 
让 一 了 
一 蕊 Mp (9 My 上 (wm) 2 
wl 
但 由 (32}: 可 0 
prl 
又 BS Mp) Mp ) = Mp (os 
白 丈 已- Mp 《一 一 2 《zc)s 
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冰 就 是 我 的 所 更 说 因 的。 和 我 全 答 前 糙 衣 qi 避 .pn。 综 全 相逢 但 ， 天 用 (88b 式 可 县 得 到 许 岂 
加 茶 , 笠 以 决定 禹 散 ct 。 纲 在 五 列 举 悬 僵 的 项 凡 , 不 笨重 性 后 馈 的 计算 了 : 


1 
(1) 1 党 Pri1*0 
Wi 二 
a 1 WB tl=9, 
= 0 (pi ptr 
《3877 yt; 一 -1 i 站 十 二 站 二 和 
ET 下 全 放 直 ai 各 


Cutlinet) 【一 
| 


1 

a Cvs ps 1 0 
稚 吉 此 关 这 可 避 记 定 所 有 的 a"; 除 了 当知 十 十 Pe 十 z=0 时 的 Co w+ 入 过 
D2--pol75) 是 由 (399)》 式 办 一 疙 定 , 所 以 剩 下 来 的 过 在 傅 数 也 几 敬 可 内 充 已 知 的 保 雪 at 利 


ff 办 一 地 左 示 出 变 。 澡 出 ,可 特 是 p…psfz] 的 类 示 式 (330) 和 2,.…pvl2) 的 其 示 式 (334) 
公信 (382) 式 , 然 刍 榴 去 等 式 钉 远 的 c+" nt， 序 得 : 


真 < 给. ]g: 2 一 一 所 人 a, le 六 人 "pv Ie #), 
于 加 逢 式 列 速 不合 1 全 的 项 ,部 得 


(238) 总 和 人 "pr =0, 
成 将 首 来 十 项 共 出 ; 
《339) a ‘prt 号 GH Ci .pu oR 0 一 六 


用 省 于 胡可 恰当 定 所 有 的 吕 加 ,, 避 和 十 十 和 十 ?一 和。 


报 熏 ,如 果 奥 Hp wy, 人) 的 表 东 式 (380) 各 并 总 po(20) 的 天 示 式 人 34) 代入 (338) 式 ， 
邮 得 4329) 中 二 数 的 全 数 的 衣 宾 数 估 : 


. 
五 = Tppth mwPpra" thyti se 


x 名 15 eg 村 


Prati"Pr 
。 脖 洛 夺 东 代 坟 929) 式 , 闻 答 
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840) FO; e) crt 三 Go。 Et Ponts th tp 
贞 王 | 


vel H's p= 
Ch) KY 
x 全 lg*b 加 9 Fe 


Pit He 
且 上 的 篇 缔 可 且 导 精 成 下 面 的 定理 :; 
定 礁 ” 尉 诸 任意 办 取 的 三 限 Tp, 党 z= 有 时 千 识 置 位 太 陈 的 方程 视 (335) 的 牌 湛 可 呆 稻 


数 (340) 潜 定 之 ,过 本 类 示 不 国 限 从 的 任何 解析 妈 枉 而 县 罗 ， 兢 表 (340) 由 请 傈 数 a 可 
中 4383 或 沁 宕 ,但 涡 必 二 二 Pochv 0 聊 a 和 po 是 任 表 六 数 。 召 全 数 ax 站 由 (397) 式 
和 (338) 江洲 定 。 

(340) 式 是 脱 用 遥 次 追 辽 法 其 方程 粗 ( 癌 办 的 一 个 照明 的 便于 。 

珊 卉 = 一 0 一 如 后 了 (3; ») 在 大 各 袍 于 上 一 个 常 册 方 了 了 。 不 欢 示 得 了 的 任 次 整数 拓 
FH 的 数值 。 暇 说 才 是 正 整 喜 , 那 来院 正 态 向 珊 弹 x=0 [| 沈 , 如 果 忆 是 到 台数 ,就 从 现 广 
向 得 楼 2=0 1m| 区 ,起 费 理 求 道 匀 得 测 的 了 避 ;2) 在 z= 的 散 值 好 了 。 福 返 浊 种 米 间 以 
稚 , 好 这 这 2 侨居 lg+ 二 2m5 ij 故 得 : 


ww £ . 
{341) FnoI| 莹 这 Tp Dptottpe 名 a lg bx 


v=1 Fs 和 


x a {gb 9m Bh 
下 = 


TE#4 "Pe 
-上 式 中 刚 答 1 六 的 效 尖 晶 革 一致 , 双 其 中 每 一 保教 帮 基 论 5 的 多 项 式 。 但 可 剖 明 怕 
些 保 数 中 例 15 的 各 项 实际 上 都 总和 相交 去 , 丙 (341) 式 可 化 逢 下 而 的 瑞 简 单 的 式 子 : 


(842) Var 号 bps 呈 Wo x 
半 . 
x Gp pe CE REDE 
朵 骨 从 巾 。 
周到 懂 开 式 (3140) 容易 知 训 等 式 有 殉 的 条 数 形式 上 可 肉 挫 另 姑 两 候 方 降 客 级 融 相 阳 前 
笠 淹 : 


(848) H+z 之 Le E tie, gx a]x 
互 by 
t b 
上 | 
x es Tor Tp a les], 


十 式 在 过 的 周子 不 会 2, 所 以 其 一 咎 常 喜 方刚 。 如 黑 聘 去 省 合 因子, 所 霄 之 , 朗 以 道 常 数 
方 限 的 送 方 际 莱 (348) 的 左 秽 ,我 们 就 得 到 
(3) 了 十 3 这 Tp et}, ge oo, 


ve nL 四 


韶 吐 乱 也 是 方程 相 【325) 的 镍 。 遵 些 中 艇 都 旺 形 式 上 的 项 豚 ,得 短 蒜 上 我 门 可 以 表 格 蹲 昌 营 


1058 网 等 改 鹿 教 胸 


些 方 阳 了 p 搂 近 机 党 时 般 芍 ft8d4 人 本 需 玖 履 , 划 日 是 方程 笠 2 晤 的 解 。 过 了 解 已 和 电 跨 的 吓 取 
扯 卫 了 。 我 作 不 潜入 组 下 去 研究 (34 当 式 所 汶 定 的 解 的 性 贰 。 关 训 广 程 阁 (825) 的 尽 和 三 完 
可 在 下 起 - 近 波 浴 尼 剂 天 斯 直 的 原作 中 找到 

128， 一致 履 付 缀 局 展开 到 上 我 全 将 出 来 的 级 琢 八 任何 不 包含 奇 回 点 的 有 限 寡 医 戌 中 
者 是 “和 致 履 仇 的 。 在 正则 奇 蜂 怠 的 痢 盛 中 , 乔 本 级 私 中 的 奇兵 部 牙 以 答 我 们 得 到 一 休 秦 负极 
芍 , 他 在 冶 屋 点 的 整个 活 砧 中 一 数 收 茂 。 强 让 我们 要 做 一 侦 瑶 效 ， 训 御 阶 思 圳 篇 非 正则 厅 只 
显 , 日 企 藏 点 的 理由 帮 域 申 的 宾 井 于 侣 一 歼 必 伊 。 过 就 县 失 前 的 活 近 攻 困 式 。 考 察 两 笨 一 路 
广 证 所 成 的 方程 柚 : 


全 下 
Hr 


基 中 全 r 喜 篆 就 方 陡 。 辣 T0=0 虽 2 二 wo 仿 正则 兹 里 由 旺 了 二 了 85, 洪 员 3 锅 常 副 方 陈 ， 
划 了 1 请 足 同 赚 的 方 称 粗 , 位 有 保 雍 方 踢 = 六 TES-1， 我们 可 及 通 党 的 开 5, 使 得 方 重 TD 
具 阴 荡 形 式 。 腑 后 卡 币 从 (845) 中 Tw 已 轻 是 车 乾 方 务 ， 考 如 了 0) 篇 儿 角 圣 方 重 的 情形 ; 
六 =[y; Go], 其 全 a 和 oa 有 下 同 的 实 散 部 牙 ,不 先 一 般 性 , 假 融 
{340) Ei) ~ Bm)s 
其 中 Rez) 类 未 z 的 实 款 部 季 。 

局 间 际 下 各 元 党 , 则 有 : 


{845) 


一 了 = 了 (十 于 TL 2 | 小 


(847) 一 的 十 豆 让 ;t= 从 去 CR) 
时 
(348) | P=PotP, 
其 中 Po 其 说 尘 商 灯 方 各 : 
(849) Po=[a+ 生 去 ，ee+ 池 二]。 
瞻 方 陈 忆 的 元 形 Pt 是 
(350) Far 总 卉 说 (0D; Pu= 总 你 寺 。 
由 于 式 引 洲 翅 一 求知 方 陈 下 居民 卫 ; 
(C381) Yed Te ggaetifo Ig7—mh: n+t em] g 国 
太太 {3485) , 唐 得 台所 销 昨 的 方程 : 
(052) 至 一 名 Po PoZ+2P, 
或 导 信 将 将 %， 写成 : 


(a53) Po PITAEP 
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而 求 泻 方程 的 形式 震 
(854) Z= Zh™ 
-0 


的 解 。 和 代入 (363) 式 ,得 
(855) n= = Po PoZm+ ZAP {m=1, 2, 8, -…)} 
或 吕方 际 名 w 的 元 灌 号 各 有 


ty 


1 A a 四 _ 
(356) (ae 2 名 十 对 2 Po 


症 可 股 Zo= 了 。 遂 方 很 馈 易 年 革 出 来 , 郎 得 水 步 计算 2 的 公 起 : 


{my 3 Fim) 
{857) gf =o-r er 2D Purdr, 
让 
其 由 
(BES) fem i — rw Ch — REw= ot TBEr o 


(35 门 式 由 的 禾 巡 区 末 管 4 二 际 禹 (2py 0) ,党 1 上 时 名 (oo;w) ,其中 0 是 记 党 大 的 宜 数 ， 
而 2>2m 。 点 重 常 归 些 xeo>1。 方 耻 世 瞻 消 星 方程 (352) ,他 的 元 未 是 ; 
Zr= 3 Bf (pk) 
(359) 
=1F 马 2 o 


雹 疙 刘 用 疾 雪 在 整 侣 狂 限 瑟 疝 mm《a< co 上 佑 一 至 让 数 ,有 由 (858) 式 立 则 知 进 由 下 
铭 所 组 席 的 朋 数 ; 
- BZ) 
m=1 
在 上 沈 区 到 的 任何 有 限 寺 好 中 篇 一 致 阔 教 ,从 而 方 隆 吾 赢 满足 汶 程 (852) ,而 由 0851) 式 所 次 
定 的 方 际 了 居 油 是 (和 45) 式 。 
现在 来 查 明 (359) 中 两 级 数 的 一 致 赣 教 性。 困 (850) 式 知 


(3 KE=1, 2} 


(360) IlPul < GF: Pal《 
其 中 是 一 正常 娄 。 其 次 , 腹 用 灌 妊 过 定 天 , 易 科 下面 的 佑 肚 : 
C361) ee 人 人 < 全 


其 中 7 在 是 ?的 宝 娄 部 车, a1 基 正常 雪 。 在 进而 式 子 族 及 后 来 六 多 式 子 外 竺 叉 的 音 族 可 像 
(站 7 法 中 一 样 去 了 解 。 注 意 :和 加 卉 加 时 不 等 式 在 过 的 出 数 qd 仍 可 职 原 来 的 笋 答 。 
图 (3 久 ) 和 各 = 得 : 


160 机 等 数 汐 极 径 


《8369) sp =ern form Pads (zi Zp= [Pade, 


出 (86 中 和 (861) 式 得 ; 
(809 1 4D 2 人 4， 


其 观 , 出 (857) , (883) 和 zzo1l: 


Zp | ra gac al er erin , 
[Bi | «sé 2 < erin er az< 2 A 
Le 三 | 
2 1< [2 dscear 各, 


ty 一 ri eried Gd (B80)3 地 
[Er | Bre | 人 rt 本 


} 世 Da a 全 应 
12 人 |< < | 至 |. Peianc je oa, Ge )az, 


- 13 
但 总 12 < 
一 般 , 可 得 : 
ger 2n-1 _ Dera ao 
[zem | {© Es 所 | 上台 [< { 下， 
(364) 
iain | 二 ee ,Bt | < ee .2 


TT 
和 前 面 一 样 ,用 性 妇 法 标号 生 四 各 些 式 子 , 光 律 2 到 (2m 二 1) ,更 科 (2 坟 二 习 副 (2m 二 人。 
包 道 些 舍 对 宇 厚 可 知 :车 了 20> (32202; 则 报 数 


忆 | 


党 万 和 i 二 里 过 在 铬 队 区 阳 oo 区 as< co 中 一 致 收 误 。 
壮 谤 ,出 (351) 式 的 其 保 ,如 得 下 列 方程 (34 罗 的 解 : 


(8065) Ye gt Bi (i, KT, 9), 
如常 ,其 中 责 示 解 的 区 序 , 大 玲 孙 国 鼓 的 次 序 。 征 (3 有 失 ) 式 和 (35) 的 估计 交 茵 可 得 : 
(366) B=0 (二) (i Zn=1+o (二 ) 


组 计 式 和 13467 式 知道 1365} 的 丁 个 解 互信 特性 独立 。 
葛 展 并 涉 {350) 愉 大 黎 牙 (387) 中 , 珀 笨 得 到 下 而 隙 家 灌 式 的 和 十; 


《387) 5 ef eet Sm be 和 ez+B le ee yet 


To 


其 中 吾 (oy >D na27o 置 x 二 ef 5, 拖 行 从 部 被 苍 ， 我 们 可 以 宽 出 省 内 各 牙 俯 府 二 的 器 
民 形 的 痪 近 展 形式 ， 
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币 用 展 末 起 (350) 和 (387) 中 税 借 的 潮 近 展 肛 式 ,站 对 展开 式 的 利 验 避 项 肛 用 上 比 估 及 
如 了 4) 式 时 夏 精 得 的 计 舞 巍 行 佑 时 ,有 凤 得 各 sw 做 二 的 罕 的 渐进 屋 开 式 , 再 由 (38 耻 可 笠 yix 的 
潜 近 展 眼 式 。 现 在 关节 Zi 的 漆 近 展开 式 的 前 面 蒋 项 篇 例 。 


由 (382) 式 得 : 
ZeniteAirls 中 arm+Rrx Em (又 + 作 + 吉 ) dy 人 < 有 
a=ermeameef® rn 人 等 4 三 )an GE) 
+ 一 了 芭 )an， 
苇 宙 sr 利 sdr20 营 wo 。 施 行 5 各 科 下 ,得 ; 
(833) ' FP= 中 四 + 只 (sr20 篇 wo0) (i EE=1, 2)o 


料 避 千 果 代 和 大 [357) 式 , 筷 加 =2 时 笠 : 


a 1 (2 
i lsx (Se i 二 Ee Pa 十 党 a dr x 


(13 
xf 多- HR 名 Sk ) a GF 
由 此 记得 渐 近 座 柄 式 : 
有 ef _ 
{69 区 二 一 - 娃 ， (sf 他 才 六 
2 fa!) 本 a) 
其 现 : zp = (和 2 + 站 + + )as, 
Li 
ply Bi 昌 
C870) 5- 夫人 2 


由 (090) 和 (3870) 可 得 如 下 的 咎 对: 
(371) [51 G0; 12 各 1< 才 ， 避 需 常数 )。 
耻 此 共用 (840) 式 利 > az0> 工 的 事实 ,可 得 : 
| 


IZ] 2abe 全 | er dx 


2 人 P|1<io8[- 直 并 
fi60D a 次 入 到 下 面 的 人 4 
onet dd [二 rc 妾 (3 是 党 晓 》， 


PT 


153 机 各 数 这 圾 程 


蕉 年 可 得 不 夸 式 : 
\aip1 《pob) -二 MT， 2)o 
状 广 (357) 式 党 和 一 4 仿 注 冒 了 X071, 得 : 
dd ee er oo 天 2 《前 


{Z| abbr |- de db) 


注 这 模 做 下 江 , 可 得 一 毅 移 估计 式 子 如 下 : 
| ZR" | < 二 (ep -点 [和 宇和 Ea re 2 
nm 加 


Sw rr 
Ea 2 


{amt1) (Bon ep { 人 (201)3m 1 
12 1 Gp [ZHmtl | cab 二 


鱼 王 有 : 
(26 2-2 


cit-I 
oD 


| 2 | 二 | B+D leab -一任 十 中 人 [| 


£8711) 
gb an 1 
oo 


所 用 投医 惕 69) 有 和 有 公 (308) ,(370)，(371) 可 得 : 


iam + < 


(和 : AE] ‘1) 
u niy . of-+# 
(372) Biy= Te =1 寺 一 十 六 ， 


渡 申 和 和 和 人 ra0 笋 ”co。 代 及 (385) 或 ,可 得 yi 的 渐 近 避 胃 式 。 展 末 肌 Zip 的 渐 和 近 殿 并 
三 中 忆 钙 每 吕 , 可 以 用 类 但 辑 前 面 的 方法 起。 让 上 的 考 法 可 良和 加 屁 训 的 咖 导 要 4 个 区 
立方 程 去 , 委 到 方 RS 的 履 沽 纹 太 互 丰 错 辣 的 实 鞭 部 芬 。 

竟 在 候 航 对 角 峙 方 际 ?0= Lai oJ 外 的 &1 和 加 有 个 的 宾 数 部 和 苍 s 。 到 可 特 18 旨 ) 式 
中 的 工区 改写 短 瑟 , 再 加 位 一 so 了 导 柑 得 到 了 所 满足 的 方程 仿 上 只 C34 如 的 形式 ;但 其 中 
和 二 [oi os 让, 时 角 神 上 南 元 迷 全 类 庶 数 了 。 现 在 恨 启 方程 (3 站 已 梭 具 有 济 性 避 。 车 虹 时 
方 纯 Ti 车 订 寺 方 隆 , 期 可 下 加 改 僵 起 隆 用 以 前 的 方 尖 而 得 一 政 收 敦 科 数 和 活 近 性 网 式 。 若 
To= [2 0 即 芝 玉 =e""T 了 所 得 立 的 方程 硒 己 无 压 芝 了 党 正则 奇 里 点 。 

隐 表 遵 科 所 得 到 的 知 果 来 娃 洗 赃 性 德 芬 万 程 : 


《373) ty 
如 常 , 引 涝 十 画 训 级 =y, 扣 =, 可 得 卫 个 吏 立 方程 ,其 中 
10, -i 
小于 


于 方 隙 芍 持 微 方 稳 是 ， 
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(374) 22 十 Cox 十 0 。 

知 果 避 太 灶 的 页 代 的 实 环 邦 务 不 相同 , 划 可 启用 水 简 的 方法 求解 , 上 述 避 次 迫 开 法 兽 见 
要 工 工 药 秋 多 的 车 作 ( 可 勒 方程 租 2194 四 文中 。 

在 B. B. 险 阁 末 瑟 夫 的 工作 中 ,DAH。 1949) 他 代 经 若 只 道 六 而 所 性 方 祭 To 的 特 微 数 
市 互 示 相国 的 让 歼 斌 务 交 户 形 。 


第 六 章 特殊 函数 
工 _ 球 范 数 


129、 球 匡 训 的 定 琢 ”在 寺 一 半 襄 面 我 们 将 肥 研 究 认 各 特殊 类 更 
的 黄 数 , 汪 些 王 数 在 理 座 物 理学 中 解 微分 方程 时 常 肥 过 到 的 。 他 们 通 
常 都 改定 闵 需 某 些 傈 数 非 党 常数 的 乏 性 方程 的 解 。 特别 ,在 粒 振 矢 的 问 
题 中 我 们 会 通 到 三 角 男 数 ,而 在 圆 障 振动 的 问题 中 会 遇 汉 只 塞责 面 数 。 

我 但 先 求 研究 所 壮 球 函数 ,他 和 拉 普 拉 斯 方程 有 密 芭 的 调 休 。 洗 
沪 程 我 他 和 从 前 已 烃 谈 到 多 交 。 在 匠 镶 坐 桂 下 其 形式 篇 
(1) 40- + 

渴 在 要 求 过 方程 的 滥 样 的 般 , 他 们 大 沟 数 2 y 和 ?的 广 次 参 项 式 。 

首先 来 看 最 简单 的 特别 情形 。 唯 一 的 等 坎 兰 或 多 项 式 二 个 任意 常 
名 5, 他 显然 满足 方程 (1 )。 其 灰 , 奇 一 裕 多 项 式 的 一 般 形 式 乱 

Ui=arTrhyt+e, 

对 於 任意 选取 的 常数 保 数 a,65 和 0 让 多 项 式 也 满足 方程 (车 )。 澳 
并 之 ,现在 方程 \1 ) 有 三 个 禾 性 独立 的 解 z, 8 和 3 他 个 的 不 性 结合 耐 . 
以 任意 常数 篇 傈 圳 的 就 是 方程 《1 ) 的 形式 篇 更 一 区 多 项 式 的 一 般 解 。 
后 看 硅 二 刀 多 项 式 

Ua=or thy io + ary ey fro 

代 天 方程 (1》, 得 到 诸 必 数 各 的 一 咎 导 公 , 凶 < 十 ?十 = 日 。 岗 如 ， 

可 靛 o= 一 8 一 b, 则 得 方程 (1?) 的 形式 入 许 二 蒋 多 项 式 的 一 般 解 : 
Uo= ma 2 ry ey fer o 

渤 襄 有 五 个 穆 人 性 独立 的 解 , 即 好 一 2 3 一 2 wy Y2 和 zz, 他 个 的 
角 性 周全 面包 任意 常数 符 傈 散 的 就 是 方程 61 ,的 形式 需 章 二 次 多 项 式 
的 一 增 解 。 
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一 一 


再 取 桨 三 次 多 项 式 
Ue=ar + byt es tdriy tren fy + gp Nem hay tz eo 
代入 方程 (C19, 得 : 

Bart bytez) + 2dy + De 2 f+ 20st Dhr i 2hy = 0 
芭 wy 和 := 的 傈 数 但 等 ,得 到 联 可 诺 休 数 的 三 个 方程 : 


86+ 了 +h=0 或 = 一 于 (夏阳 
354d+4=0 坡 b= 一 各 (Gt) 


30+e+y==0 或 o=— 寺 (e+9) 
园 此 方 恕 (1 ) 的 形式 篇 次 二 次 多 项 式 的 一 般 解 基 : 


way) (eA 


十 wz 一 §7) 十 2 一 豆 吕 ) 十 zy 一 0) 十 zz 。 

在 温 场 合 我 全 有 七 侦 粽 性 独立 的 解 。 

令 枚 一 般 迟 形 ; 存 在 (27 十 1) 候 入 性 独立 的 论 %% 次 多 项 式 满 足 方程 
《tL 2。 牙 们 标 峙 算 将 芯 和 多 项 式 的 傈 数 的 个 数 志 及 他 们 应 贰 满足 的 廊 程 
的 帽 数 。 雨 蛋 久 数 的 次 n 次 多 项 式 

Qnr + ET y+ 
包含 mn 十 了 D 相 伯 数 。 三 个 多 数 的 这 n 次 多 项 式 可 以 写成 
C2) mor pists WIT ps 03 十 Po 儿 ) 
的 形式 ,其 中 mt 力荐 蛮 关 次 多项式 。 因 此 ,在 省 次 和 多项式 62 ) 中 候 
部 的 个 数 是 : 
1 二 2 二 二 十 (rn 十 人 二 C+D +. 


招 多 项 式 (2 ) 代 大方 程 C1 ) 的 左 和 , 得 到 一 个 痊 (n 一 只 次 多 项 式 ， 
包含 二 项 。 渤 模 , 多 项 式 (2) 的 《十 ? 二 22 信保 数 阳 识 由 


le8 商 等 数 过 获 般 


De 


一 一 个 半 区 方 程 赔 号 状 。 如 办 温 些 方程 互相 独立 , 那 术 尾 意 傈 委 
的 侣 8 
一 2 十 了 


二 
2 2 


个 , 避 识 是 我 们 所 要 浴 朋 的 。 但 汪 事 有 一 串 流 有 溢 明 ,分 前 这 《2 字 12 
个 方程 是 否 互相 独立 ， 从 此 ,我们 竹 洒 定理 姻 一 完备 的 浴 明 。 乡 项 式 
《2 ) 可 凡 改 只 成 下 面 的 形式 : 


7 2 Cpgr T™ YI" 
显 热 ,其 旨 : 
; ~ 1 2 
(C3) Seer TFT Der By Ds 
方程 (7) 可 以 该 篇 成 
3 _ 3YD_ 9 
a B23 ga? 


利用 吉方 程 我 们 可 以 消 二 (3) 式 中 国 太 扣 伐 2 的 高 徐 一 次 的 壮 就 ; 
例如 : 


XU __ (E+ 3)- 3 (全 SU)+ 
37383z1 Or Dy I 3 
9 (FU, 2U a0 
了 5 Br + 了 + 2 tT gre 


续 榜 ， 出 Te 是 全 总 的 是 于 人 dpors 其 中 不 合 关 於 z 的 划 
就, 或 是 窗 合 关 其 z 的 一 阶 汶 新， 温 些 保 数 其 知 篇 woo (p+?) 和 
eitp 十 9 二 % 一 ]), 季 们 一 共 恰 有 (2 十 了) 个 , 嫩 表 完 时 。 

130， 球 图 歼 的 显 式 ”现在 我 们 要 砍 定 上 饰 中 就 深 的 那些 塞 次 省 
项 式 的 周 式 。 引 赣 球 坐标 ;: 

(C4) =ringcon; y=rMingdsing; =70080, 
过 了 时 客 n 次 调和 多 项 式 记 篇 : 
£5) Be yy 2 =r FO, P}o 
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温 粳 满足 方程 1 的 多 顶 员 趟 通 党 玫 需 球体 画 数 ， 而 六 (2 9) ,他 归侨 是 
C030, sing, cogpy siny 的 多 项 式 , 则 移 售 球面 画 数 , 成 位 稀 % 阶 球 随 
数 ， 我 们 的 加 题 是 取 找 出 (2%. 十 站 个 入 性 独立 的 球 图 匣 。 

普 先 注意 一 件 浆 藤 方 程 (1 2 的 解 的 简单 事 活 。 下面 的 积分 起 其 中 
的 参数 gz y 和 2 的 画 歼 : 
(C6) Ur, y, D={ ftiroosttysint, Oe, 
过 庄 我 偶 假 南天 於 2%, y 和 z 的 微分 可 以 移 到 积分 符 同 之 肉 去。 施行 微 
分 内 和 俊 , 易 风 阐 藤 任 音 的 国 数 fC, 门 ， 国 琢 U(rw, yy 9 第 能 满足 三 程 
(1D, 底肥 在 精 分 符 串 下 微分 是 合 注 的 。 轩 辽 上 : 

AUx, yy, 2 =| Ceo0st—sinsD f"C Tivwooat iysint, at, 
其 中 Fr 铅 表 示 Fr 昌 顺 让 天 的 二 附和 进 数 。 注 意 上 证 个 写 罗 数 。 厢 
用 公式 (6 ) 吏 在 已 既 不 肉 造 出 (2% 十 1) 个 满足 方程 (1 ) 的 尊 n 次 多 项 


式 了 。 

他 俩 是 : 
C7) | Gtisoontt ysind)" coamiW, (m=0, 1, 3, .es my 
(8) | Grizoosit gsini) sin mt dt (m=1, 2) 1s Wyo 


在 球 从 标 下 ,利用 C7 ) 式 的 稿 分 ,的 出 如 下 的 形式 的 球面 效 . 
人 [cos 9tTising eos(t — gp) “9089 f= 
-| CeosO tisin O cos $)" coam(g t+)dyo 
风光 改名 分 画册 关 族 由 的 通 期 是 2r， 故 可 取 尾 音 长 短 2m 的 区 间作 入 
分 十 阅 4II， 权 2)。 寻 柑 , 上 面 的 贰 分 就 可 疏 寡 得 
[Ceos pisingoos "oo mg + dy 
展 隋 cosynafp 二 只 这 注 意 sn 和 站 基 吝 丁 散 ,我 人 可 以 招 这 球 丁 数 收 寓 
壤 : 


188 高 和 略 数 吉 烙 裤 


(C9) Cog mp| "(eos Otisindoos th) eosmpay Cm=d), 1 mn) 
局 柑 , 由 积分 (8 ) 可 得 下 齐 n 和 个 球 画 堵 ; 
《to Sin mp 人 Ceos Oisindcoah) oos mba Cmaal,2,.., mn), 
上 充 (2% 十 1 个 两 数 (9 ) 和 (10) 中 包 合 灵 数 的 因子 是 cos my 和 
sin mp 因 租 从 面 着 些 琐 数 中 的 任意 两 悦 消 在 区 间 (一 xw，+w) 上 互相 
正 变 [ 开 , 142] , 所 以 首 定 互相 儿 性 独立 ,从 而 西数 人 97 和 410) 亦 必 千 
性 独立 。 示 入 ; 我 们 就 造 出 (2n 寺 内 个 nn 附 球 醒 数 的 至 部 了 。 在 (9) 式 
和 《10) 式 中 cos mmg 和 sin mg 的 傈 数 都 是 同一 个 4 的 两 数 。 我 们 现在 
和 要 用 惑 上 特 多 项 式 来 表示 他 们 。 
由 [10 引 ] 知 勒 上 特 多 项 式 可 表 示 篇 : 


(C11) P(e) = [DD 


N12 
在 引进 函数 已 ..(z) ,他 可 忆 靖 蔓 上 特 多 项 式 来 央 示 如下; 


hh Tn | 合 nm 
G2) Pn =(1 2) ED ED)"], 


现在 蛋 蓝 出 P(e) 和 P,.m(z) 的 其 他 表示 式 。 由 匀 习 公式 知 : 
《2 一 D"= = 2 二 忆 - Pa 


2—£ 


其 中 局 篇 包含 z=z 在 其 内 部 的 任意 并 牺 路 , 积分 沿 放 时针 方 向 滥 行 。 
由 全 式 子 和 (C1) 得: 


C18) PO sl), TH, 


号 4 二 工 妆 册 《gz 一 wo) +1 
现在 取 0Q 短 中 心 在 2 一 2， 千 径 笑 於 | 全 一 11( 藤 # 丈 土 六 的 图 周 。 漳 时 
积分 名 数 z? 可 以 篇 成 : 


2 一 xz 十 (oa 一 1 二 cv， 
其 中 (m 一 1 表 取 何 估 意 不 关 重 要 ,下 可 发 出 从 (一 只 艺 到 (二 四。 完 充 
积分 (13) 中 的 多 数 胃 换 以 后 ,得 ， 
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ao= 喜 门 本 Ho De [ett+ (er- le 
2 Ea. 
私 浊 一些 初等 的 计算 ,小 注 沁 科 积分 的 是 个 偶 本 数 ,可 得 : 


(14) Pl) -这 | [et Co Deos rd 


一 二 |。 [ 光 十 (Ko 一 3 cog 归 *G 。 
现在 万 PP,wm( 必 施行 类 似 的 峰 算 ,代替 (18) 式 ,我 们 有 : 
Pnls) = -人 一 友 ) Tut Do 二 2 n+ mm) | < Sa 
征 过 和 了 前面 一 样 的 网 多 和 富 分 半数 己 德 ,得 : 
Pw (Cr) = 多 二 也 人 二 2 一人 二 名 txt Cr?— 9d 00g edy, 
或 , 因 si ma 篇 奇 为 数 ， | 
(C15) ， 
PP, mY i Dt DCerm| [x 十 (C2 — Doos wl" eog my db 。 


车 在 积分 (14) 和 的 中 加 wz 二 cos9, 即 得 (9) 式 和 (10) 让 中 的 精 分 。 
注 章 常 数 因 子 不 影响 英和 多 项 式 或 球 丽 数 的 性 虎 , 我 们 就 可 以 得 到 下 
面 的 千夫 : Gn 十) 个 nm 阶 球 夯 散 可 以 帘 成 如 下 的 形式 ， 
Ki18) P(ecos0); 已 (eng 的 eogpi DP, nCeossinmg 
(m=1, 2, +, Ne 

注 演 : 以 so0s0 代入 代入 Ca 和 sinm8 。 及 性 意 常 数 深 G6) 式 的 式 的 
鳍 解 , 希 铸 相 加 ,部 得 一 般 形 式 的 ” 赠 球 夯 数 ; 
C7 了 (2， ) 一 mo 已 (cos 的 十 六 (oo cog mp bn gt 和 从 PCeos 的 。 

我 们 也 可 忆 做 516? 式 中 各 解 的 粮 性 结合 , 改 乌 指数 夯 数 代替 三 角 
蓝 数 ,而 得 到 下 列 一 套 ” 阶 的 球 画 数 忆 代替 516) 式 中 的 那 一 套 。 


170 高 等 歼 坚 截 程 
(18) P, (coy 人 » P,, moOy Pons, Pm CC0g De-irr C=1]， 2, Wi n)o 

由 妈 上 所 述 可 知 满 是 拉 普 拉 斯 方程 的 名 数 (zy 必 的 一 般 砍 多 次 
多 项 式 二 人 了 8)， 其 中 了 ,C9 9) 由 《17) 式 淡定 。 

131. 正 交 性 ”现在 栓 明 球 蘑 粕 (1 个 在 电位 球 西 上 的 正 详 性 , 兹 计 
算 迁 些 画 数 的 平方 在 单位 球面 .上 的 稿 分 。 首 先 , 计 锋 稿 从: 

= [Pn Cs) 1 de 全 
由 得 函 数 的 定 豚 有 : 


7 全 Len(O] 一 人 Ge Cr 2 Tee do dy 


关中 罕 吕 0 这 得 到 的 是 御 上 入 允 项 式 的 下方 的 本 分 
n= Eh] ee。 
我 们 在 402] 中 全 痉 形 丽 


(19) od OT 


在 本 外 末 了 我 们 吉 颈 答 表 公式 一 个 首肯 ， 不 过 在 计算 稿 分 五 的 了 
候 先 枚 把 建 辕 采用 一 下 。 


施行 分 部 稿 共 ,可 得 ， 
Len EP) dP ee 
-SR ga- sp ]e 
或 
(20) n= -人 2 2 d [Ci 23 a 局 Te) ] gc 


但 是 利用 510 中 的 (8 少 式 不 次 做 明 西数 
diP (gy 1 dm Dn 


Qc"™1 Dm, | 权 a+ 册 一 


3 二 


消 足 方程 


六 覃 “特殊 隔 园 二 
位 -29g ED — 2rmg es) 


+ Ct mm) mt =0。 


以 (I 一 x9"-! 汪 之, 可 以 把 他 疏 窜 篇 : 
[CoD)" rs |]- 一 (% 十 mn 一 霓 十 Den Be). 
心太 (20) 式 ,得 : 


一人 tm)Cn 一 w+ 力 广 《 工 一 wm -he P(e) 2 EN Ox, 


或 到 = 人 上 + 人 一 1 
出 刷 公 式 逐 次 料 mm 诚 去 1, 可 得 
二 《9 上 ?全 一 宙 十 了 (tw 一 了 (一 霓 十 全- 一 
=mTm nmnt) rtm mt Dnh= 
= mt m Dnt mn -TD 一 总 。 
由 此 入 用 《19) 式 的 结果 凶 得 夯 数 也 .wa 的 平 友 的 积分 : 
my! 
(21) 已 [Pmt dr FT TT es 2 。 


通 桔 果 使 我 个 能 朱 几 算 每 一 个 Pan(2) 的 平方 的 积分 。 球 画 数 
了 .00, 9) 可 能 需 在 单位 球 曾 上 定 蒿 的 醒 数 ,9 和 9 基 球 面 上 的 点 的 地 
型 坐标 , p 一 conat 是 妓 粮 ， 9 二 const 是 神 糠 。 如 我 从 所 知 ,到 旗 道 样 稳 
取 的 坐标 熙 牺 , 球 曾 . 上 的 面积 单元 可 用 下 面 的 式 于 来 表示 [ 开 , 的 ]: 
《297 dor=sinGd0 dp 。 

瑰 在 先 恰 明 : 训 个 不 同 陛 的 球 国 数 了 ,C9; g) 和 了 ,0， (pwq) 在 
黑 位 球面 妨 上 需 正 实 , 即 


{29) 什 了 pk， PIF lO, Go 一 0 。 


长 汉人 党 簿 球面 所 包 力 的 实 盯 ,3 怖 球面 。 独 者 和 醒 数 


Li2 和 车 数 学 数 条 
(24) UY,(0, p) 和 太一 Fe 的 
瑟 用 格林 公式 [193j: 
Or Di， 


其 中 4E=4D=0。 
在 目前 的 情形 下 尖 稳 方向 的 清 数 就 是 其 起 中 和 低 7 了 的 洁 数 , 故 昌 上 
式 及 (24) 式 得 : 


Vf tar me, 内 -po PDF ar=0， 


因 估 2? 关 8 ， 由 此 立刻 得 到 (33) 式 。 

其 次 琶 明 和 从 4416) 中 和 任 取 雨 候 不 同 的 球面 数 来 ,他 们 中 然 陆 数 相 后， 
但 杰 必 互相 正 交 。 宝 际 .上 , 理 位 球面 上 的 禾 分 如 桔 到 开放 p 在 区 间 
(0, 35) .上 的 禾 分 乙 及 关 艇 8 的 积分 。 但 是 丙 数 C8) 所 含 黄 mw 有关 的 
因子 是 : ， 

1, eos p, Sling, co 2p, sin 2p, 1 ORG Bnng 

其 中 任 党 二 个 因子 的 乘 竹 在 区 辣 (0, 2m) 上 的 粹 分 都 等 徐 懂 [IT, 142]。 
男 赚 的 理由 ,可 已 肯定 (18) 中 族 面 数 也 有 晚 一 正 交 有 系 浆 。 

最 德 , 午 算 前 这 每 一 面 数 的 殖 方 的 续 众 。 首 先 , 取 殿 手 关 的 球面 
数 PCeos 屹 , 作 他 的 至 方 在 单位 球面 上 的 禾 分 


fe PaCeos Osin Gd0 dp 
引进 另 一 精 分 灼 数 4 二 cos9 泪 利 用 (19) 式 的 桔 果 ， : 
{ 人 PaCcoa Vsind do dp = 广 Pdz= 于 
语 榜 , 泥 其 他 的 男 数 有 : 
人 人 FPus(eosb)]ssinsmpsingdgdz=z| [Poyjadzr。s 
雇用 《2 巧 , 桔 果 即 得 : 


Te 
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le, Cco3 NJ? a = a T 
2mr 


EE ' Nn 二 0 
C26) | [P Coos Doo mpd = tT 让 二 | 
2 ntl 


{ee, mnfooa Dain mpl do = eT Cm 


以 后 在 研究 球面 上 任 一 已 数 丽 数 关 从 球 醉 数 的 展 了 式 的 同 是 及 我 


们 蜡 必 到 潮 些 公式 来 冰 解 。 
现在 杂 明 公式 。 利 用 惑 上 特 多 项 式 的 定 闵 411 ,可 篇 :，- 


Ce I)* a 二" 


了 2 iy 
施行 分 部 积分 ,得 : 
加 1 如 一 1 一 了 和 二 也 = 
1o= Be Ge 上 cl 
+1 driiCg ml), CGO 一 了 3 和 
ee dn ds 


多 项 式 (%' 一 1 以 w= 士 1 篇 n 重 潮 点 ,他 的 一 1 障 迹 煞 以 2 一 十 1 
篇 一 重 堆 点 [1,186], 因此 上 式 右 泪 秘 稿 分 出 来 的 项 等 樵 需 。 杰 稿 施 
行 分 部 酚 分 Cn 一 1 次 ,名 得 . | 
二 《一切 "= 有 Ta 
但 ca 了。 mt -Go 
1 +tD RTD 人 a_n 
因 引 1 DR (Dar 
由 2 二 009p 9| 进 新 的 积分 杰 数 pp, 得: 


一 《Re 十 Dt 2% + sinsefag dp= 


FE 
+ 入 十 人 i 33 人 sineeapap， 四 
0 


| 1 2 


1%4 肖 息 数 人 至 堵 稚 


堆 生 利用 [LT, 100] 的 (28) 式 的 结果 ,各 得 (19) 式 。 

199. 勒 上 特 多 项 式 我 们 现在 更 放 和 地 来 研究 壮 上 特 多 项 式 。 
首先 ,注意 :如 果 应 用 关於 1 附 玉 数 的 获 怕 尼 兹 公式 旋 定 区 式 (1 了 中奖 
浅 稿 (? 一 "一 《x 十 "(zw 一 1)*, 则 得 : 


1 d's 1) da ds 1)r 
Po) = [e+ 3 + 了 人 + 


ft) |] 
注意 
RC 一 久 | 和 Ee | < 站 营 形 -二 由 

财 由 前 式 立 列 可 得 
(26) P(D=1, 

现在 我 们 改 用 一 种 特别 的 万 法 一 母 丽 数 的 方法 -一 来 褒 完 勤 上 
特 多 项 式 的 其 他 性质 。 和 过 称 太 法 我 们 以 后 温 要 用 来 本 究 其 他 的 竺 珠 画 
数 。 

在 单位 球 的 北 标尺 什 一 单位 正 电 (十 力 , 琢 导入 一 加 贴 ,其 球 坐 称 
篇 7,9,p。 各 单位 正 户 所 进 生 的 库 偷 电场 在 妇 点 的 饥 势 名: 


C27) 3 WE ， 
其 中 8B 是 半点 和 于 厄 属 的 距 肉 。 

谓 数 (37 是 杰 肯 7 在 7=0 租 点 的 正 腊 西数 , 放 可 恢 限 7 的 正 闭 烧 
短 展 开 需 : 


(C28) Ee) + ar Eat 
其 中 路 保 数 者 是 cosg 的 多 项 式 。 庄 用 千里 二 项 式 公式 艇 图 数 
于 = [1+ Cr -27rcos 的 12， 


扒 配 招 含 7 笑 攻 相同 的 项 第 在 一 起 , 邮 可 得 出 (387 式 中 于 恬 数 的 准 太 
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一 一- 


数值 。 但 是 我 们 却 净 用 另 一 种 方法 水 求 他 们 。 
而 数 (27) 可 用 直角 坐标 表示 坊 : 
(29) $= +t te 2 二 
车 应 用 牛顿 公 式 放 男 数 (29》 , 然 鳃 在 所 得 的 扰 销 赵 数 中 把 关 贡 <， 
9 和 z 次 数 相同 的 项 集 在 一 起 ,就 可 以 得 到 报 数 (28) ,就 是 胰 , 航 数 (28) 
的 每 一 项 都 是 xy 和 :的 桨 次 多 项 式 。 但 我 们 在 [IL, 119] 中 知 洲 而 
数 计 是 拉 阐 拉 斯 方程 的 解 ,因此 般 数 (28) 中 的 印 一 项 都 是 近 普 拉 产 方 


程 的 解 ; 郎 迁 栅 数 的 每 一 项 都 是 球 笨 曾 孝 。 但 是 他 们 都 和 /没有 色情 ， 
.所 愉 洲 定 可 以 表示 篇 .C603 四 的 形式 ,其 中 m 是 竺 定常 数 。 渤 梯 ， 
就 有 - 


te Peos br 十 和 用 (cas 的 ra 


苹 =0， 由 (26) 式 ,得 : 
| 本 一 切 士 CE 站 十 7 十 
由 此 立 齐 知道 加 性 一 ” 有 c=1。 道 榜 训 将 基 费 依照 ”的 寡妇 展 明 
的 : . ， 


(30) 1+ Pileos Dr+ P(eos Dre 
以 wn 代 cos9， 2z 代 7 可 得 : 


‘3D TE 
汗 式 子 可 肉 放 床 定 六 惑 上 特 多 项 式 , 即 : 贡 上 特 多 项 式 瑟 (%) 就 是 
画 数 
1 
(32) Ai 一 207 赴 克 
依照 z 的 正 几 数 释 慰 并 上 时空 的 未 数 。 换 于 之 , 画 数 《3 乓 昌 上 特 赤 大 
式 的 母 夯 数 。 
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吏 在 决定 用 秘 数 C31) 的 收 敦 咎 么 。 语 获 (32) 的 奇 黑 点 是 那些 使 要 
屿 内 的 式 子 等 於 区 的 > 的 数值 。 角 对 应 的 一 次 沪 程 等 到 下 面 雨 刁 概 ; 
《337 z= v1 = 二 VI— ws 

因 需 “一 co80, 不 妨 假 设 2 是 实数 ; 且 在 区间 一 1<4< 十 1 中。 如 
肝 (33) 中 两 根 是 洪 辐 被 数 ,他 们 的 模 的 平方 都 等 从 : 

CI) =1, 

萤 2 一 十 隐 (33) 中 请 要 重合, 部 等 能 二 1。 因 此 在 ~1<4ck+i 
的 眉 件 下 语 数 (32) 的 奇异 野 和 原点 距 隘 篇 1， 所 避 级 数 《31) 当 || 过 1 
冉 收 阁 。 特 员 , 展 天 式 (80) 阁 7 二 时 有 效 , 凶 某所 有 位 衣 军 位 球 内 部 
的 点 都 威 立 。 尘 於 单 伺 球 外 部 的 点 我 们 可 内 得 到 另 一 蝴 坟 式 。 闫 际 上 ， 
党 7 之 1 时 国 数 (2 可 以 改 篇 篇: 

1 I 
MTD 
vi— reong0ier ~ V1-3 工 oap+( 工 ) 


溃 时 士 <1, 放 应 用 洲 前 的 结果 可 得 基 达 (27) 在 单位 球 外 部 的 展 

聊 式 : | 
1 ¢. P,(009) 

(34) v1—2reosdi -这 it ° 

下 角 数 中 的 每 一 头 在 球 的 外 部 没有 阁 办 点, 且 在 扰 限 这 点 痢 等 认 
零 。 

唐 到 竟 在 我 佣 都 芒 讨 险 章 位 球 。 对 放任 宜 中 径 R 的 球 可 以 将 忆 : 
或 人“ 拿 到 要 鲍 外 面 而 得 ; 


1 各 pi 
85) VR- PC Em (7<B) 


1 
C36) PO re (> 本 


由 (3 了 1) 式 容易 导出 勤 上 特 多 项 式 的 一 些 划 本 性 锅 。 贿 於 : 微分 温 
式 子 , 然 德 以 侍 一 2zz 十 到 芝 之 ,得 : 
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A 一 号 z 一 了 
X7T (1 2r# +2) En Pt)e 


若 (2—2) z 三 (22 人 一 292 十 29) 过 WP (WI 


由 此 比较 = 的 同 闪 第 的 颂 豆 即 答 勒 寺 特 名 项 式 的 尼 推 起 式 ; 
37) n+ D Pn) — ni Dep tu Ps) =0 
(n=1, 2, 3 
P(e) —2Potw) 一 0 。 
同 檬 , 振 於 z 微 俘 (3 了 DD 式 , 然 独 以 民 一 22z 十 2 乘 之 ,比较 z 的 朵 次 
加 的 哥 数 , 序 得 : 


: dP,+1 QP,_1 > PP 
(38) PO + - 0, 
或 由 《37) 式 消去 PH 得 : 

dPlo)_ dP lg) np Gs 
{B09) 一 1 Co)o z 


由 (38) 和 (C39) 寺 式 消去 22 人 2 得: 
(40) Ses) Lee) (gn +1) PC) 


者 置 Pi(2) 一 0, 则 上 式 当 mn=0 时 也 成 立 。 依 交合 % 笑 骨 0, 1， 
2，…， %， 然 鳃 将 各 式 相 加 , 序 得 ; 
(AD Pr) 上 38Pi(o) 十 … 十 (n+ D PC) — dust + te, 
{EL40) 式 中 疏 训 篇 tr 一 中 十 1, 得 ; 


dP a ds) = {on dh ParriCt)o 


关於 人 稀 1 加 到 思 , 其 中 太一 当 n 络 品 篇 侈 数 , 可 一 了 二 + 此 % 仿 再 数 ， 
得 : 
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(42) 2 一 辫 《am 一 入 十 3 有 ar。 


由 定 闹 式 人 1) 本 刘 知 道 党 ”和希 俩 数 旱 电 (z) 证 舍 的 避 数 窜 , 党 久 篇 
青 戴 上 Ptey 认 舍 :的 奇数 需 ， 辣 宰 , 由 这 式 子 次 易 得 到 : 
UAD B= DD, pi(0) =0; 


了 2 
CC 一 卫 一 人 一 1 

应 用 千 瑟 二 项 式 有 公式, 得 : 
1 1 1 


MI Bed Mi Mi 
其 中 滋 府 於 n 一 0 和信 一 0 的 项 者 等 放 1。 将 右 示 两 级 数 相 革 , 然 德 和 
左 潍 的 函数 的 屡 并 式 (30) 比索 7 的 同 次 血 的 避 散 ,可 得 勒 . 上 竺 多 项 式 
的 如 下 的 展开 式 : 
(44) P(ecost) = oom, cos nO + om cos (nt — Ot Wate tonnd, 
其 中 所 有 的 避 就 ww 部 是 正 的 ,其 值 由 下 式 决 定 : 


1 
(45) Ce 一 dm 1 (k=1, 2 


由 此 豆 列 可 得 : , 
C46) {P(eosB) | Cat ai tt oo = Pl)=], 
由 从 式 437) 可 以 还 步 汝 定 勤 上 特 多 项 式 。 基 先 五 个 多 项 式 钴 ; 


Plo) 1; 下 从 -2 Bre) —D), 
(47) 


局 (四 一 于 (5oa 一 3 P(e)= (Bet— 302+3), 
识 认 o 是 在 区 前 (一 二 十 尹 中 所 定义 的 国 数 , 源 末 就 次 尘 - 一 个 间 


题 : 蚌 否 可 将 fC2) 展开 乱 勤 上 上 特 多 项 式 的 航 数 : 
(48) f= 60 + ab tn 
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和 三 角 报 数 的 理 牙 一 楼 ,利用 六 (ec) 的 正 变性 以 及 肥 式 {197， 易 知 
保 粗 a 庄 生 下 式 决 定 : 


(49) ol {fle) PC)dz 


可 苹 对 如 此 选取 的 傈 数 w 级 数 (48) 在 区 闻 ( 一 1, + 了 中 篇 收 狼 ， 
其 和 笑 衣 2), 节 要 Cx) 满足 某 些 相 党 一 艇 的 位 件 。 : 

]133. 按照 球 画 数 屠 时 ”每 一 在 尾 瘀 牢 径 的 蒜 面 上 定 访 的 画 获 必 
需 寺 球面 上 的 地 理 坐 柑 0 和 yg 的 画 数 , 因 此 可 以 和 人 需 所 0, 2)。 根 琢 他 
可 以 按照 球 画 散 屡 开 , 印 可 在 球 莲 上 屡 肛 不 一 个 和 福 持 误 炎 散 类 似 的 
谣 散 : 


C50) Hg, 9p)= + 区 Yar PCeosO) + 


+ SE Co eosmp+ hn sjinmg) Pn(e0sO)} 


利用 球面 数 的 正 变性 以 及 公式 (25) , 像 在 厦 里 衰 稻 数 中 一 -楼 ,可 得 
各 级 数 的 保 数 的 值 需 : | 


(a= 3 Qi | J(6, 9) Posnloo Ocoa mpaer : 


(51) 
Bm 台 二 各 二 2 和 |W C0, Pr, nt oo3 Osin mp dr 


EE 


[一 当 人 六 0 加 一 工 汶 记 人 0 一 成 ( 人 0]。 
最 格 说 求 , 演 埠 蔽 验 牙 是 次 定 圾 数 (50) 中 比 傈 散 的 一 种 万 步 想法 。 
我 们 还 详 蔽 把 661) 式 中 诸 你 散 的 值 代 大 投 数 (60) , 铸 德 输 明 委 画 数 
Fo Pp) 在 基 种 假 肌 之 下 各 极 数 篇 收 铬 , 且 其 和 终极 15 gy)。 肖 些 我 位 
岛 到 下 一 般 中 去 及 。 
首先 解释 球 男 数 应 芯 冯 足 的 底 个 有 具 往 从 形 式 的 天 傈 。 假 酸 Ss 是 
衬 径 所 忆 的 后 面 , 7 内 是 一 个 ” 阶 球 画 数 。 对 是 球 内 郁 一 点 :其 
球 坐 标 估 4， 9 5， 轩 
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tr G0) = YC0, 的) 
是 凡 剩 和 夯 台 ,多 他 认 用 格林 公式 FI, 193] , 得 : 


工 
、 7 oF 
Gy 0- 吉 吕 二 0) 


鞭 中 8 是 球面 上 要 动 吴 型 和 对 wi, 人 9 是 球面 上 的 面 葡 单 元 ，> 


是 球面 ge 的 外 法 禾 方 向 , 故 得 时 二 -一 :7 。 


1 1 
显然 FV 
直 次 ,由 《36) 有 : 


1 bd 矶 
元 一 这 Reos EFT cr), 


因此 妃 G)= 坊 (4)= 一 训 G+DPCo0s) I 


3 下 
又 Dy 


在 洪 些 公式 中 > 是 动 径 OU 和 OM' 间 的 实 角 。 把 泛 些 结果 代 信 
《52) 式 ,再 证 R=1, 序 得 : 


了 9) = 云 | jz.(e， 人 站 PCeos7Dr+ 


十 时 


=—nB™Y.t0, 9)。 


二 To 9) ES G+DPoos Tr Nao 


其 中 和 案 示 沸 位 球面 上 动 嗓 开 的 地 理 坐 标 。 上 式 中 两 圾 数 关 页 
”和 9' 篇 一 歌 收 化 , 因 篇 +<1, 又 勒 上 特 多 项 式 满足 不 等 式 (462 的 和 综 
放 。 施 行 乏 顶 稿 分 ,名 得 : 


"FeO, P= EG tn DY g') Pileos yao 
， ， 日 


由 油 式 予 立 刻 知 道 证 如 后 角 数 除了 导 应 於 =% 的 那 一 大 以 外 其 能 合 
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项 都 廊 等 改 午 。 浊 样 ,我 们 就 得 到 下 型 在 球 丽 数 的 订 用 方面 很 时 机 的 
移 分 公式 : 


(58) 全 @， PIP ydr= 0 禾 


EE 


(54) Wr, pO Poms mar= BT YO, 9), 


渴 在 再 导入 一 个 公式 , 仙 通 过 9, wp, 六 和 9 的 三 角 泵 散 来 炊 示 
cosy 。 估 此 ,可 单位 球 的 两 休 牛 径 CH" 和 ON', 其 末端 对 "和 :的 
地 理 华 标 坊 (9, 拉 和 (，9)。 淖 两 侍 径 在 坐 枝 轴 上 的 投影 里 知 从 

sindoo gp, Bingsing, cosd 和 sinO' cog gp', sin dain g', cost', 
面 导 十 什 径 交 角 的 通 兹 可 以 用 过 些 投影 的 委 积 的 和 来 表示 , 即 得 
《557》 co y=sin dainB' costp ~ gp Toos td cos O', 

再 册 到 极 数 (50) 。 若 沁 艇 数 一 至 收复 , 且 其 和 等 耸 C9、p), 虽 这 
般 敦 的 惨 订 可 圳 示 如 (61) 式 ,和 三 角 般 就 脸 中 一 样 。 现 在 把 极 各 (50) 
中 所 有 阶 烧 神 阅 的 球 西 葡 都 全 成 一 从 , 序 置 : 


C66) fg, 办 = 三 Fo 由。 

把 上 式 中 的 2 和 ?9 改 篇 和 9 以 互 (co0s 站 来 等 式 两 渴 , 然 后 陋 
让 9 和 gw' 积分 , 居 由 C68) 和 (5 人 两 式 的 结果 可 以 得 到 下 一 表示 报 数 
56) 的 一 般 项 的 公式 : 
(57) Fo p= {| fC0", p) PCeosy)do。 


于 公式 决定 级 散人 0) 中 所 有 阶 茹 相册 的 球 画 戏 的 和 的 敦 值 。 


肪 全 站 汇 中 诸 傅 靶 的 数 代 代入 (50) 式 市 ,得 : 


Yt070)= 训 侣 加 于 [oom of fr(0', pycosmm Po, mens 9) d+ 
- s 


+sin me] [FC's0) 5inm p' Pa, mCeost) do | Pa (eon 8) 
s 四 
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(8) 
Yl0,9)= ee ET 3 Po moos 0) Pom(eoabieomm 人 pl 一 pjda。 
站 
此 驶 (5) 式 各 (58) 式 , 笠 : 
(59) 


je eofprteos Pn(con0) Pn, moos0)eosmtg' gp)]er=0。 
职权 吏 来 , 遂 江 于 家 党 了 (9, 9) 是 一 政 收 煞 豚 数 《50) 的 和 太宰 成 之 。 特 别 ;党 医 散 (50) 
进化 铃 有 际 和 浒 (59) 式 自然 记 立 , 注意: 若 取 M'(9，g) 乱 本 , 风 角 度 Y 就 是 地 理 坐 柑 中 的 秒 
谋 。 亲 多, rnPr (cao 就 是 页 次 因 和 全 硕 江 ,从 而 Pn(eos y) 古 现 数 少 和 9 的 na 除 奈 到 
数 。 我 合用 到 让 《8 式 的 方 搬 疆 中 是 有 限 全 于 冰 笋 的 和 , 才 不 姑 甬 了 (9 ， 5) 就 舌 闪 遂 有 限 
但 球 泗 数 的 和 。 锦 村 过 榜 肖 家 的 本 过 ，(59) 式 并 东方 括 琶 中 西数 遇 平 方 的 各 和 姑 棕 黄 替 ,因此 
过 方 搬 王 中 的 函 项 也 眼科 放 竺 ,部 : 


(60) Pro 二 = 守 全 TE) 并 Po mteos 0) Pn, meosB)eosm(p' 一 9 。 


过 式 于 通常 厂 入 得 上 牧 多 项 式 的 如 法 分 式 。 

134. 收 就 性 的 强 明 ”现在 玫 明 在 球面 上 任 一 消 插 某 坐 饰 件 的 卫 歼 了 9, 9) 必 可 各 蜂 更 
需 数 误 开 个 级 数 (56) 。 

询 局 1) 式 的 蒜 果 知 吉 骆 圾 《56) 药 大 光 (a 十 匡 须 的 和 基 : 


1 和 
总 = 去 je 的 六 (atTDPa(ensyyar。 
工交 慌 共 球 而 上 原来 地 霸业 概念 (2 9) 的 点 ,让 是 就 诗人 新 的 地 理 娄 村 ?和 及 。 还 于 
症 娄 了 (9, pn) 站 新 坐标 条 统 下 蛮 圳 Y 和 8 的 冰雪 也 (y, B)， 因 地 
(8D) 忆 = 在 扩 “J ro, B) 乌 (2k 二 1) Pelco yiny dy dio 


币 
(63) $= 直 Fy, pa 


疼 入 豆 煞 人 (7)， 他 展示 在 新 前 钨 乔 护 之 下 西数 呈 人 ,8) 在 穆 度 短 了 的 种 糙 上 的 平均 位 。 
科大 另 一 变 元 z=c03 YY; 攻 

(83) y=) os 
况 记 (61) 式 汕 中共 呈 的 千代 ,的 得 


1 fr Pit、- = 
&= 寺 | 是 [3 让 二 DRMeoa Yny dy, 


或 吕 一 Et) E211) Pca) dx, 
-1-1 P| 
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一 一 一 


由 I) 不 得 
sr 
投 股 较 数 了 (0, 9) 是 如 地 取 沁 ,使 得 轨 (m) 在 区 间 ( 一 1， 十 1) 中 逐 娃 的 瑞雪 。 往 上 式 
施行 入 者 积 入 ,得 : . 
Sn=¥ [YEP Pn ] [Pads) + Pr) Te)a2, 


” PADEPna(D=l; PA-De~Pen(-D=(-l)", 

帮 得 

(64) B= -| Pad Prte) I av 
现在 来 短 式 省 旬 第 一 硕 于 (1) 的 数值 。 由 (82) 利 (63) 有 ; 

6 D0, dp 


但 是 党 Y=0 时 冉 准 任何 8,(0， 8) 带 篇 球 的 北 本 ,他 原来 的 地 理 氏 要 是 人 9; pe 换 并 之; 
OO0, 有 ) =f(9， g) 褒 8B 然 天 ,出 上 式 电 得 
PFO, p) 。 
巡察,(8 人 ) 式 恒 可 履 寅 全 : 


(69) 5, pas) + Pre) Ye)de 
我 们 相册 明 的 总 
lim Sf (0, p), 
np 
即 第 吕 明 澡 mc 时 (66) 式 中 的 奔 苍 超 巩 夫 震 酸 限 。 恨 朋 并 是 带 塘 硬 数 名 /x) 的 和 医科 
在 光洁 (一 4， 十 力 审 的 政大 信 , 则 上 述 各 届 的 攻 半 和 名 小 的 
ET Pan(n) ant Paw) ds, 
现在 我 全 说 要 区 明 省 m-xco 时 可 区 
07) Pa(ay lds 
条 礁 过 禾 桥 限 好 了 了。 路 用 布 将 可 夫 斯 基 不 多 式 [III1, 291, 得 : 
(站 Pt | ao < Payaw| de =2 | dv, 
生 (19) 涉 知 
1 Ei 
flP,(s) lar< ygrTT » 
映 此 间 刘 与 首 项 > 竺 稳 从 人 87) 的 径 限 等 党 。 
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上 上述 搂 照 球 丁 数 展 开 的 定理 的 起 骨 方 法 傈 取 自 准 柏 斯 及 只 烙 的 
淮 “ 理 项 申 理 尝 中 的 惨 微 从 方程 ”中 。 任 一 满足 上 迹 一 般 休 件 的 面 数 
《Fo) 有 速 缆 游 数 ) 六 可 护照 球 夯 数 展开 的 事实 朋 明 球 画 数 在 单位 球 
面 砍 一 封闭 系 纺 [II 55]。 球 图 数 双 级 的 封闭 性 首先 篇 A 了. 肉 普 带 兴 
所 讨 表 (1899 年 )。 

135， 球 男 数 和 过 值 轴 是 的 因 保 ”现在 鹏 朋 球 面 数 的 理 跑 和 微分 
六 程 诅 中 到 个 各 值 辣 题 之 辣 的 并 保 。 在 球 坐 标 下 的 按 普 拉 斯 方程 HI， 
11 外 篇 : 


3 /3 30 PU 
(689) (m2 + 克 sing 3 )+ i 0 
现在 到 求 避 方程 的 这 样 的 解 , 亿 是 一 个 7 的 画 数 与 一 倘 和 ?的 


图 数 的 全 精 : 


U= fFOO, po 
人 


YO, PE IAF [sn] 


到 


1 FO, 91- 0; 


sin20 ap 
分 座 交 数 鳞 可 以 改 窟 乱 : . 
本 亚 1 2 
本 CD] 二 wt( 区 六 可 Ri 全 202 。 
fr) 


竺 式 左 速 钱 含 "， 竺 式 右 往 除 舍 避 和 9， 因此 珊 进 袖 应 等 艾 同 一 个 
常数 。 放 性 常数 篇 %*, 昌 得 十 方程 : 


《69》 rr ar — AF) =D 
和 
(70) A Y=0, 


其 中 


荣 关 事 ”等 球 机 艇 1 


» 1 37 1 37 
CD ~ ng [区 EE (sino gg BW sag Bg 


由 5 站) 式 可 知 Jr 必 敌 让 m", 过 样 , 习 须 研究 方程 C70) 好 了 。 如 
我 全 所 知 , 砂 数 了 (2 四 是 三 角 才 项 式 , 故 在 整个 单位 球面 上 , 印 济 任 何 
纪 和 交 的 数值 , 屯 霹 有限 且 速 煤 , 特 别 , 沉 0=0 和 6 jin9=0 杜 亦 
然 。 现 在 我 们 研究 下 一 -四 值 问题 : 求 套数 》% 的 值 使 得 方 村 (70) 有 在 整 
个 单位 球面 上 仿 束 篇 的 解 ,应 求 过 可 解 。 同 题 的 第 一 部 分 益 不 困 峻 , 因 
居 我 们 知道 7) 应 等 站 7'， 代 太 方程 (69) , 郎 得 狠 限 多 侦 的 教 值 ， 
序 :; - 

C72) . 入 一 mm 十 人 (n=0, 1, 2 …)。 
” 汗 轩 方程 ， 

《73) fr) Fr 一 2 十 有 一 0 

的 一 解 需 f.(7) = 二 7”, 男 一 解 露 疡 ( 人 一 六 1。 过 和 = 十 四 代 及 方 

程 (70), 得 到 球 画 数 应 满足 的 方程 : 


1 ro /ngaln 1 加 
(74) ra sing i op EJ tt Dr; 0。 


在 目前 的 情形 下 特 徽 值 一 mw(n 十 切 汉族 办 (nt 四 介 验 而 数 , 邮 
《16) 式 中 的 (2% 十 办 侦 nn 阶 球 画 数 。 因 篇 球 画 数 在 军 位 球面 上 成 封 半 
采 丢 ,所 以 他 位 就 是 方程 (70) 的 特 微 画 教 的 生 部 。 以 C19) 式 中 的 画 数 
代 大 (74) 式 , 普 置 p 一 cosg， 即 得 Pn(@) 所 应 满足 的 二 指 微 分 方程 ; 


人 下 no 
《75) 


i Cn) =0。 


党 m=0 时序 得 勒 上 特 欠 项 式 P(x) 所 帮 满 足 的 方程 。 特 向 值 和 对 应 
的 特 徽 画 数 P..m(+) 是 下 列 光 值 问 题 的 解 : 求 石 程 人 本 中 加 的 数 箱 鲁 
他 有 在 于 一 关 一 J<《x< 十 上 中 乱 有 界 的 解 。 注 意 : 力 程 避 的 在 音 械 点 
3 一 生 工 的 刊 定 万 程 和 plp—D +p— = 0， 雨 禄 篇 pP 一 土豆 。 但 和 

一 一 可 人 钳 订 的 解 在 音 虹 点 的 值 佑 无 良 大 。 上 旭光 值 问题 由 灶 到 : 求 和 
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的 吉 什 使 得 在 x~ 一 [和 p 一 了 对 询 的 解 在 ?一 二 1 仍 芒 儿 订 锥 p 一 可。 

而 浊 前 题 的 解 即 1,~ nm 人 nx 十 D， 他 所 汉 麻 的 特 徽 丽 数 由 (15 式 次 定 。 
球 画 数 的 正 变性 和 他 们 是 上 述 滤 值 问题 的 解 有 客 切 的 关 傈 。 同 楼 ， 

著 画 数 已 no 在 稳 段 (一 1, 十 1 中 亦 县 正 变 性 : 


C78) [Pn Pan d=0 由 P97。 


温 式 的 以 明基 崔 方 程 (?D ,其 程序 和 我 们 在 [10 呆 中 详 明 蒜 上 和 崇 多 
项 式 的 正 交 性 完全 一 样 。 通 要 注意 一 伞 和 球 画 敦 的 理 共 有关 的 检 筑 : 
利用 方程 好 区 的 解 .C7) =7" 可 得 控 普 拉 斯 方程 的 解 "了 ,C9, 9), 湿 
就 是 n 次 英和 敦 项 式 。 如 梁 利 用 第 二 个 解 f,.(7) 一 中! 瑞 末 得 到 的 


(77) Tal, p). 


下 9 
其 中 了 sf 的 是 风 灵 球 画 数 , 乔 匣 灼 避 7) 届 县 拉 普 拉 斯 方程 的 骨 。 沉 
zx 一 个 胖 介 的 乱 是 无 居 大 ,显然 ,他 不 是 z, 9 和 :的 多 项 式 。 

136， 狄 茧 将 利 采 题 和 谐 伊 蜂 末 题 ” 凡 理论 物理 学 的 阳 题 过 涉 到 
控 普 皖 斯 方 盘 , 泪 且 诗 狄 的 是 球面 的 声 侣 蜂 , 就 要 用 到 球 画 数 。 纶 专科 
俩 从 前 人 在 TD 1921 中 忆 浆 说 肖 的 天 虎 球 面 的 炙 萄 社 利 和 调 伊 曼 则 题 篇 
酌 。 所 间 狄 雯 炎 利 内 那 半 题 就 是 :已 葵 在 守 径 乱 忆 的 球面 上 的 滤 值 ;要 
求 渤 球 内 部 的 更 和 男 败 。 我 们 将 渡 值 技 照 球面 诅 展 并 : 


C78) fl0, P= BY,0, 内 。 


科 " 管 球 内 动 巾 与 蒜 必 的 距 具 ,以 (全 索 浊 级 数 的 一 般 项 ,得 汉 
另 一 上 数 
Cr9) Ur, 0, p= YC, P(E)。 (< . 


因 短 -二 了 (9，o0re 是 贡 和 多 项 式 , 所 以 右 数 (79) 在 球 的 内 部 从 
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讽 和 夯 数 ,市 卫 当 一 卫 倚 般 鼓 C(79) 灵 需 般 数 (78), 政 过 和 痪 和 画 数 满足 
已 埋 的 泪 值 休 件 。 

现在 再 看 犹 屠 蔡 利 外 郑 丙 题 : 取 活 定 一 个 球 外 部 的 调和 男 数 ,在 拓 
限 檬 点 等 蕉 堪 , 而 在 球面 上 具 已 款 的 泊 值 (78)。 国 篇 了 ,C9, 20 是 
裔 和 画 数 , 在 球 的 外 部 没有 奇 暴 点 , 昌 在 的 契 这 点 每 起 等, 放 符 秋 驴 赫 
利 外 部 加 题 的 解 需 : 


C80) Ur, 0, ~ BY.C0, (EY . 


现在 掉 淖 雍 仇 曼 内 夺 同 题 的 解 :要 决定 球 内 郁 的 身 和 三 煞 KK 小 
P27， 党 他 在 球面 上 法 娘 方 向 的 寺 获 


GD E06, 9) (~ 
需 已 芥 腑 。 
我 们 知道 向 和 洛 数 的 法 狼 方 钠 导 数 的 稿 分 赔 读 等 扑 堆 LIL, 194]: 
抱 w-。 
邹 已 粳 杂 件 (8 攻 中 的 丽 数 (9, p) 底 满足 下 面 的 天 俊 : 
C82) | {800, wyar=o。 


上 由 避 6) 式 ，(57) 式 具有 玉 刘 2 一 0 于 已 Ceos 力 晤 全 常数 ,可 知 (8 细 式 
的 意 怕 就 是 语 : 在 (0, 9) 的 球 汞 散 展 并 式 中 没有 等 随 的 球 画 散 。 轩 此 
就 有 : 


(83) fC0, pm Er,l0, 9), 
自 此 易 知 庄 仇 田间 题 的 解 是 
(84) Dlr, 0, Pm ELY., pyr+o, 


其 中 必需 任意 常数 。 
站 陈 上 ,开航 喜 定 款 一 蛋 贸 和 夯 数 ,市 现在 沿 法 迷 方 向 数落 就 是 关 
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放 了 徽 爷 。 易 见 关 亦 " 微分 航 数 (84) ,再 全 7 一 及 , 即 得 航 数 (83) ， 印 蛮 
和 曾 散 UC?, 8, yp) 满足 居 件 C81)。 

在 哮 恨 曼 外 施 辐 题 的 声 合 伺 件 (81) 中 的 夯 数 .六 9, 8) 不 一 定 要 满 
是 儿 件 (82) , 因此 他 的 展 因 式 具 有 一 般 的 形式 (78)。 易 屁 演 时 问题 的 
解 可 用 下 面 的 胡 数 展示 : 
《8 有 ) Ukr,0, = 一 总 二 


这 有 竺 法 狠 的 方向 » 与 中 径 7 的 方向 相同 。 


现在 考察 东 仇 要 外 部 辣 题 的 一 个 穆 别 入 形 , 假 甬 中 征 坊 忆 的 于 契 狠 界 的 液 颗 站 徐 巧 , 辽 
淡 芍 在 詹 限 演 粘 是 角 止 的 , 球 是 消 着 之 朝 移 织 的 ,这 麻 千 .4。 取 一 丙 村 同时 移出 的 此 标 条 获 ， 
其 原点 即 球 心 ， rm, y 和 # 问 剖 和 原来 的 角 术 同方 向 相同 。 进 时 天 球面 上流 征 带 度 的 法 牧 方 
价 支 嘲 候 : 


全 十 品 
Y, C9， 心态 一 


ql 


三 五 
-一 一 一 全 CON 
对 


作 敬 湾 崔 的 末 一 办 泛 基 内定 不 多 的 , 剖 再 有 速 芝 , 那 来 我 消 就 可 出 下 列 锋 件 徘 求 避 知 
如 数 已: (1) 五 在 球 的 外 部 是 钢 和 族 才 ;3 在 做 限 追 昭 速 度 的 各 支 量 ,他 可 请 各 业 标 轴 的 
洲 数 ,等 部 办 。( 驴 遂 肯 石 在 球面 上 廉政 足 

37 


= co0, 


现在 了 (9, Pp) = 一 4 eos 8; 辐 慨 靳 上 圣 杀 项 式 的 定 蕊 ,有 : 
(By 的 一 一 Paifoog Dd), 
巾 吕 柄 ,了 9) 革 售 一 险 的 球 商 数 ， 辣 题 的 解 咎 是 


Utr, 一 = 号 Prfoos9) 瑟 = 和 人 ooag。 


137- 半价 的 吕 函 数 ” 候 网 空 闻 一 有 有 阳 礼 慷 了 中 克 满 着 窗 放 从 A(247) 的 物 贫 。 由 诬 避 
钉 改 量 的 牙 作 而 产生 的 更 两 散 可 以 用 一 何 三 起 积 牙 来 类 未 : 


(80) UM)= fe, 


著 中 是 中 名 助 由 着 ' 和 要 测定 装 西 迷 的 全 的 是 下 志 岗 扣 三 角 。 恨 肯 台 是 奈 蜗 ,向 笃 
?=|0M|, += 10M, 

双 7 是 避 羡 向 私交 的 交角 。 取 于 需 相 党 这 的 点 ， 使 > 的 数值 大 页 "的 最 大 位 。 由 [1921 我 

们 有 知 下 的 展 离 式 : 


1 1 < 下 
让 一 037 
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因 1PnteosY)| <1, 上 式 调 光 上 的 级 散 关 友和 - 址 一 致 收 圾 ， 代 大 (86) 式 的 往 牙 中 部 得 ULIY) 
货 想 了 的 结束 数 释 的 展开 式 : 


(87) UM = ee， 

其 让 

(88) Ze py =|) pC Yn Prtoos Yar o 
- F 


更 在 淡定 展开 六 (87) 丫 的 前 三 项 。 同 锯 盈 先 三 个 贡 上 特 多 项 式 的 数值 以 苞 下面 的 公式 ; 
a 


QO Y= 
了 rr 


可 得 ; 
Pofeog ?ys 7 Piloogy)= Hy tr 


raPofoga y) = 了 


1 EE de ee 
家 强 


代 久 (88) 式 ,得 : 
roe 9)= {fot ar =m, 
F 


总 是 广 , 展 让 式 (87) 中 二 的 保 数 等 及 王 和 了 中 所 包 合 的 掩 改 妈 mw 其 次， 
Yi(8,9)=||[o (yr Pi Coon Dy = 
F 
= 兰 fie arywart¥) aaa 二 人 | jaovm。 


上 部 笠 梧 牙 开 示 贸 最 办 和 重心 的 刻 征 宰 的 对 丢 。 法 到 重心 起 原点 ,出 里 然 有 了 ll9, 由 一 加 
县 租 , 寻 算 Yo(9 ,Pp) 。 过 此 , 摧 慎 禄 基 关於 时 祖 靖 的 转动 法 量 篇 : 
A={|[ocM) cytear; B=[| pt) tratedr; 
由 休 


(89) co=|fotan) wrynar, 
F 
这 有 并 放 尘 标 则 的 座 必 力 从 息 : 
p=) {|e yy ar; B=] [ersmars 
F 了 
(90) zamzyar。 
| 


可 以 雯 明 启 党 的 由 加 誉 标 系 统 以 徐 常 可 迟 族 区 心力 好 (9 站 郭 和 给 座 军 , 妈 晓 。 现 泪 假 责 盘 
醒 轴 已 径 如 此 实 哮 好 了 , 焉 未 内 ?272Ce08 1 移 各 值 代 克 538] 蕊 , 朗 吞 : 


LO 高 每 数 上 学 妆 各 


Ys, w= (B40—24) HOt A 3 HAEB 20 ， 


到 台 衣 数 口 (7) 我 人 有 进 落 到 证 的 民风 式 : 


ml (BrO-Sd)w ti(UtA -2B) Rt ATB -2 
(3) DCM 二 而 十 
” 畸 间 角 囊 标 = y 利 # 改 凡 球 囊 根 代 不 ， 朗 得 : 
(92) DO) 一 全 二 


十 工 (B+O—- SA pain2d + (0O+4 2D sin meinig+ (ATB—2 0p 二 
到 


138. 球 抽 的 巩 醒 数 “” 恨 投 在 中 径 优 并 的 球面 Sa 上 分 做 有 府 量 ， 
其 曲面 密度 篇 pC 。 则 由 二 沸 球 高 面 产 符 的 劳 丁 数 TU 可 用 球面 
积分 


G3) wean- [fea 


水 表示 ,其 中 & 是 玉 点 和 球面 上 的 变动 点 M' 间 的 距 郁 。 寺 的 展开 式 


固 砚 于 在 球 Sz 的 内 部 或 外 部 而 有 不同 。 
首先 根 仙 7 失 吕 , 由 [13 思 有 


C94) 襄 ~ 记 Ploosy) Tr， 


于 
其 中 7 是 笑 球 必 出 发 的 十 向 径 0 并 和 Di; 间 的 交角 。 岩 磺 p(2 诊 证 
需 球 面 上 地 理 坐 标的 已 给 画 数 (6', p 人 )。 
委 展 末 式 人 94) 代 久 稿 分 (93) , 记 住 和 = Tie 一 Basingagadp' 部 
得 : 


© OD- Sr|| fF, oP,Ceos yd。 


上 记 种 分 与 (0, 9) 关於 球 画 数 的 屡 开 式 中 的 项 有 里 汪 的 并 保 , 蚀 


ct 
洲 


80) Fo, 0)= EP.0, 办， 


六合 ”特殊 三 数 101 


PP 


天 部 我 们 所 知 ， 
Po 0 = Si ||", pO Pom rao 


从 而 95) 式 可 以 改 窟 如 下 : 


(97) UD mB 0 从， Gr<B) 
同样 ,利用 展开 式 (36) ,可 得 : 


(98) UC An Sr Yn P). (>B) 


由 忱 些 慰 开 式 可 知 驶 男 数 UCHU) 的 的 贺 性 直 。 首 先 ,注意 党 下 吕 
在 球 画 上 的 里 候 , 展 于 式 (97) 和 (98) 相 符合 。 活 时 放生 = 忆 ， 即 得 下 
面 的 结果 : 
(99) UM) dr RS HT YO, 只， 
北 中 9 和 多 是 刺 而 上 的 器 1 的 地 理 坐 楚 。 由 此 可 知 晤 用 黑 肖 遇刺 机 
院 音 球 禹 所 从 的 装 田 数 其 玉 策 炙 一 的 。 过 性 磋 当 长 更 一 般 的 曲面 也 能 
设立 。 

再 看 党 允 虽 通过 球面 时 势 面 数 的 法 称 方 向 洲 数 ( 邵 力 的 法 焰 方 向 
分 力 ) 的 行 篇 。 以 (24) )》 配 法 委 方 向 计数 的 扼 限 , 占 二 点 从 站 站 
部 沿 着 咎 径 趋 从 球面 上 的 串 型 肝 。 叉 以 (2502) 本 沁 汶 数 的 杨 
限 , 管 如 点 从 球 外 部 治 着 宇 径 焰 供 2 时 。 以 > 大 球 面 在 2 的 外 法 粮 
方向 ,现在 避 方 向 与 全 径 021 的 方向 相同 。 关 帮 »， 郭 开 认 7 微分 (97) 
和 (98) 式 , 然 作 生 7 一 有 即 得 上 起 一 极限 的 值 仿 : 


C100) (2 ) tr BT YC0, Pe 
a 0 


由 此 可知 党 装 动 贡 通 过 球面 蛙 ， - 报 ,项 画 数 的 活 久 方向 计数 在 此 
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有 一 -个 不 过 被 蒜 i。 
由 CI00D) 式 和 0 了 DD) 式 立刻 可 得 下 面 十 刁 式 子 : 


(2 } —(202) do 了 CO 人， 
(S20) ) +( 35 )-- a 
理由 《96) 和 (9 约 式 可 得 : 
C102) (SB ) (BE) = aro), 
a (0 ) (0), ~ 2. 


(10 罗 式 膏 关 雪 曙 数 的 法 糠 方向 导数 在 io 的 申 度 等 散在 避 踏 的 帆 
度 霓 己 {( —dor)o 


现在 解释 (103) 式 右 潍 的 数 储 。 如 前 ,台式 中 的 » 疏 示 牛 径 024 的 
方向 。 因 积分 (93) 中 散 有 吕 和 开 踊 的 坐标 有 闻 , 所 以 


1 ， 
n= > Ts， 纪 。 


to 
但 是 冯 ( 了 于)=- 一 下 ooso， 


Dp \e 
其 忠心 是 向 其 束 政 和 访 向 > 之 问 的 变 角 。 现 在 假 般 玉 昧 就 是 球面 上 
的 点 Jo, 我们 取决 定 种 分 (104) 的 数值 。 遭 上 昧 9 一 3 有 coso， 故 


3rINY 1 
nw()- a. 
因此 重 分 (104) 的 艇 需 


1 ~1 1 
| | POM) d= 一 去 UCM), 


后 


以 2369》 训 鞍 数值 ,出 (109) 式 可 以 窟 成 : 
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2) DUKE NN _ » UCN) 
(2 " ) ( Ov 2) 2 By “ 


贬 演 式 和 ona, 可 以 解 出 音 球 筑 的 茵 画 数 的 法 糠 方向 杀 数 
的 两 但 极限 值 : 


(apga )- OP) 十 2r zp( Mo), 


(2 MON Dr) 
By 


各 


<I05) 
—2ap( Mo 


对 徐 更 一 般 的 曲面 有 了 时 也 成 立 道 丽 公式 。 


139， 中心 备 场 中 的 是 子 党 沽 贮 电子 在 正 原子 六 所 产生 的 局 描 中 的 情 祝 时 , 由 好 历 了 
莹 的 理 险 我 们 可 以 得 到 下 面 的 方程 ; 


(108) -+ 对 + 代 )- 人 yc, 


其 申 下 是 兽 识 殉 常 数 ， ey e 基 分 所 管 的 晤 将 ,，F 0 是 个 已 类 钨 就 和 + 有 随 的 
画 散 , 他 潜 定 由 加 中 的 喜 势 . 省 喜 * 奏 示 和 了 原 此 的 距 肯 ， Yo 9 *) 是 流 画 闭 , 已 是 个 常数， 
殷 洪 定 我 们 所 署 的 迁 个 物理 对 和 砂 的 论 队 ,六 我 (206) 脱 赎 有 一 个 在 手 周 空 了 中 定 赣 的 且 在 锋 
奈 速 点 往 有 界 的 解 。 吏 在 变 求 洁 程 (106) 的 导 民 的 解 , 企 基 一 个 r+ 振 画 效 虹 另 一 个 # 和 中 的 
画 数 的 季 生 。 首 球 举 标 下 拉 苏 拉 斯 之 党 子 Jy 可 以 洪 示 篇 ; 
好 = 和 十 了 秆 中， 
用 I[13 的 站 一 树 ， 
_ 工 dy Ea 
de pin# ein + ‘Bina 4 3 
方程 (106) 现 在 可 以 改 启 篇 : 
吉 人 4 laver ery=0, 
甩 交 = 了 OD 了 (8, 分 ) 代 久 ,然后 区 内 兵 数 , 可 担 : 


alo+ OT- -er fr) — wo) 


dF 
= 
Zit 2 
因此 等 式 的 对 过 都 隧 符 礁 崩 一 个 常数 , 旋 壤 》 。 套 基 我 们 就 得 到 所 反方 程 
(C107) dF AYF=0 


各 
{108) OAL 


19+ 高 等 数 上 蓉 就 各 


方程 (107) 腾 有 闪闪 冰球 亲 上 息 洒 的 角 ， 我 倘 在 [1851 中 已 绍 进 时 知 雪 * 黄 永 数 舍 
一 纪 十 1 本 球 画 敦 了 的 ,47 就 最 和 道 炸 * 状 御 的 骨 。 以 上 小 的 贱 什 代入 方程 (108) 可 
呈 往 到 决定 画 数 Fr) 的 方程 , 迁 醒 数 强 在 政 凡 万 人 能 之 : 


(109) 可 用 人 二 和 站 二 [了 He 人 -加 二 37rm=o。 


涂 数 也 网 如 此 淡定 ,使 得 方程 (109) 有 在 一 0 及 党 "二 十 ce 部 基 有 界 的 解 。 一 般 俐 痊 ， 

诺 是 导 种 色 件 的 的 骨 包 认 铸 了 保 合 过 内 。 他 伯 通 话 是 币 (十 1 并 姑 的 正 束 圾 , 订 
n= tr2, +9 

簿 楼 ,也 的 数值 就 和 出 个 赤字 闻 关 ， 一 个 是 将 散 5 一 个 是 次 第 数 # 。[ 称 篇 篆 时 于 数 ， 
9 称 得 求 攻 于 数 。 著 1 和 已 输 味 一般, 可 以 江 定 唯一 的 而 数 记 1 满 是 方 种 (109) 雇 及 上 
这 营 * 一 0 和 9 汪 十 ce 畦 的 于 秆 恬 件 。 王 稚 冰 各 瑟 (0, p)， 他们 一 共有 (37-1) 个 , 计 圳 : 

Yi (0, 的 (m= i -H+1y 1, D), 

到 如 进 流 关节 的 全 部 桂 油 ,我 们 适时 酸 知道 渤 华 三 个 娄 池 和 o 的 数位 。 mm 通常 箭 短 琶 量 于 数 。 
当 我 们 在 遵 物理 林 永 中 加 大方 向 洪 志 就 的 炉 场 格 考 窗 地 所 产生 的 拓 岂 现 末 时，m 的 康信 和 鞋 
:汪汪 

现在 考察 一 个 特 由 情形 ， 名 攻 席 航 知 康信 双 于 数 


Vr)= 


的 情形 ,其 由 三 基 但 整 元 , 让 氢 原子 的 所 合 上 =1 。 殿 慎 荔 画 均 江 入 (10) 式 ， 脚 得 下 面 的 坟 
条 (=1): | 


C110) EO En 
右 入 郧 一 颇 攻 3 以 加 Y 

丸 健 

(111) em A sa 


出 季 ,本 引得 新 的 未 知 醒 娄 4 以 从 力作 
NC) = Ye 
把 所 省 通盘 都 基 大 (110) 式 ,部 香 方 程 
晤 二 芋 teer3- 汶 
名 就 是 [115] 中 对 堆 明 的 方程 
更 在 牙 夏 条 效 了 到 页 仁 的 情形 。 早 里， 刘 我 们 所 知 , 吾 表征 代步 个 教 信 可 点 了 ,他 外 
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_ 工 
和 一 Ja 
保 姑 改 有 隐 取 知 下 的 数 艇 : 
入 = tp {E013 ) 
1 i 昌 
sm 


外 寻 11 式 ,参数 王 路 到 下 下 数 起 : 


{112) B= 二 Rd i 


RPT ~ dn? 

车 四 #4= 了 -5 十 1 巧 来 基 子 融 。 

用 此 可 况 普 惠 答 过 场 的 情形 胡 烧 请 的 数 信 和 和 角 重 于 数 ? 兢 密 。 如 蘑 回 定 +, 自 热 耳 的 
工 得 出 固 害 子 , 草 由 =p? 十 1 十 1 可 得 了 的 束 伺 如 : 

ls, Hd Oo 

人 一 个 玉 种 7 的 数 能 对 少 认 (2 十 们 外 竺 微 丽 数 。 四 贞 ， 开关 央 数 也 的 全 (112) ,到 

的 时 葵 男 囊 的 个 效 是 : 
1+8-16 -FT (2 1) = 

在 一 信 他 子 的 诸 合 营 政 状 袜 光 方 各 人 代 季 女装 方 各， 则 可 得 到 和 刺 码 的 拓 伏 的 画 数 。 
过 种 自 施 球 图 数 在 B. 4a. 旬 货 贰 搜 所 菩 “ 扩 于 力学 引 肪 "一 奔 中 有 和 带 列 起 。 

140， 汗 冰 数 和 旋 粮 至 抑 臣 性 训 示 “我 人 和 从 前 车 经 天 到 击 ， 满 足 近 首 摘 斯 方程 的 洪 数 
(ay ys 人 的 着 习 多 项 式 洗 室 具 阅 机 车 原点 的 许 德 军 如 的 一 个 料 性 洪 款 。 

鞍 翌 ,出 [130 叫 可 知 了 工 隐 球 男 鼓 的 全 稚 被 守 所 的 一 俩 粽 性 江 示 , 坦 总 一 个 【2 二 二 枕 的 红 
示 。 吏 在 更 详 硼 地 来 研 症 沪 位 尚明 。 

误 上 隘 的 和 球 画 敲 如 (1 的 式 所 靶 , 此 特 列 虑 避 : _ 
(113Y Op =ethr Pi m(eodd) (m= —t, -ti1, ,tl—1, mn, 
其 申 Pr-m{loos DB) 一 已 hocoa 且 jio 

规 fa,p,7] 和 但 详情 避 吾 中 的 一 个 元 汪 , 其 区 垃 角度 二 so 有 和 7。 丈 通 遂 个 棱 神 以 税 奈 面 
上 上 焊 枯 过 (0 的 昧 当 相 全新 的 倍 置 (P 8 机 戎 数 三 江 划 名 ) 间 可 慌 示 登 请 话 数 1p 分 
的 琅 性 烙 合 。 进 个 粮 性 秘 摘 的 方 陋 就 是 柄 数 (113) 所 泼 定 的 于 的 奈 性 末了 闲 申 和 于 的 元 法 
1ey 有 7] 汉 了 枝 的 方 附 。 示 些 画 散户 角度 9 史 的 阴间 咀 保 肖 装 我 侈 : 柳 着 人 出 族 帆 一 个 角 康 "， 
郎 [Ta, 0, 0}, 所 汕 喇 移 是 个 对 前 粮 方 陆 


je-t， 0， 0， 0 
0, 相生 二 0, eg 0 
iin 0， 0, eda wy Ol 
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一 般 , 和 旋转 本 对 座 鸭 太 限 的 元 素 中 句 {DCB ys 站 申 和 总 旧 自 编 立 地 跑 通 一 i 
一 和 1 

取 号 沉 开 樟 了 朝 旋 靖 一 个 药 度 8, 称 通 着 合 旋 航 以 筷 球 面 上 举 栋 党 了 =0 和 8 的 点 嵩 
沪 兴 标注 辣 ==0 和 9-8 的 点 。 由 QL13 式 中 诈 训 对 的 以 式 可 知 方 了 D(ABD 倒 表 数 记 i nteos 夫 
需 函 数 三 rmFEeosto 十 87]， 部 


Phn[oos(g 二 8)]= BS EDR jw seoa0) (m= —l, Hi 


罗列 (19) 式 ,各 知 车 5 地 0 旭 禾 60 时 Ps(eoa 0) 等 让 堆 。 赦 在 上 趟 中 器 9=0 郎 得 
Pi ml003 B= DIB mg Pl) = {DB J mo 

由 地 可 知 ,一 般 , 方 际 Di(Bo) 的 锁 一 行 才 元 未 都 不 管 讷 知 , 访 其 酸 , 狐 有 匡 8 下 特别 艇 
估 哇 其 中 菏 些 元 素 可 以 等 设 各 

因 估 在线 方 隙 品 ,(B) 中 有 在 峙 角 疗 上 县 有 不 同 元 要 的 汉 角 入 方 限 (1 和。 也 有 某 一 行 
的 泡 素 帮 不 等 认 有 的 方 障 。 站 我 们 所 知 [IIu 69, 膨 冉 吾 的 方 隙 糯 孙 是 下 可 丢 的 。 (113) 
申 末 事 数 互相 庄 交 , 但 不 避 级 , 序 轻 对 信 的 不 方 的 禹 苍 不 竺 的 1 。 但 及 酒 蜗 的 洲 娄 因子 水 之 
可 屿 得 到 痊 精 源 数 : 

(115) Cf™ Om (py 0)o. 

道具 参数 洪 定 一 个 和 和 呈 |( 瑟 ) 相 插 的 不 可 移 如 表示 DICR) [CITT 88] , 在 普 个 新 的 看 东 
之 下 和 fa 0, 0] 圣 厢 的 仍 需 方 耻 (114) , 国 居 附 加 的 若 吉 因子 逆 不 发 嵌 国 数 (118) 灾 9 的 关 
僻 。 

以 纤 妃 入 对 伺 竺 擒 上 的 因子 加 负 带 (115) ， 仍 达 得 到 号 的 口 表示 ,和 和 fa 0,0} 色 腿 
的 从 坊 方 凰 (114)。 渤 多 类 示 中 的 一 种 我 他 髓 在 CII, 6 纪 中 用 另外 的 方法 得 到 沁 。 

前 一 算 中 研究 通风 他 留 丁 草 方 各 的 肚 微 画 数 藉 黄 钱 腿 的 凋 滞 秀 /的 不 同 面 呈 如 入 汪 小 
旱 , 几 和 司 一 个 1 竺 雇 的 {27-1 全 再 微 辐 下 (1 是 角 量 于 教 ) 成 局- 一 小 焉 ,而 磁 量 子 复 mm 旭 尖 
孙 同 一 小 歌 中 汰 数 的 次 第 ,其 壮 恕 一 !， 一 LE …。 由 本 数 (113) 的 形式 立 莽 可 得 : 

下 六 和 人 0) =m9L (9, 9), 


航 是 梧 , 小 恒 市 第 mr 相 辆 艇 是 理 简 于 

(118y . Ls= 圭 站 

的 竺 向 醇 数 , 岳 基 他 所 针眼 的 等 御 乙 。 此 外 ,我 伯 知 道 ,(118) 中 每 一 画 雪 穆 兆 足 方程 : 
-Qep, DD =D 0 (9p, 的， 

就 基 忠 ,上 逃 小 本 中 (2 十 1 个 五 数 中 的 丢 一 个 都 基 j 蔚 第 于 


yl 3 
GUY be tole a Gt g) as 地 | 
的 特 徽 国 吾 ， 开 客 际 的 折 微 优等 秃 二 1。 通 算 子 互利 角 勋 是 在 2 轴 方 疝 的 支 姑 冰 一 矢 
聚 散 天 。 同 嵌 , 丈 明子 (17) 衣 种 角 动 量 的 平 太 蒜 一 个 乖 数 天 。 
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Ti， 动 上 特 画 数 ” 假 融 勒 上 特 方 程 
《t187 《1 一 5 .2 -3 十 mn 二 Du 
中 的 4 是 被 效 数 , 是 任意 的 数字 。 省 方程 在 奇 呈 点 ?= 土工 的 判定 方 
程式 的 两 根 都 等 於 堆 [103 。 因 此 在 溢 两 点 各 有 一 -正则 解 和 一 眉 舍 对 
数 男 数 的 解 , 敌 者 在 于 应 的 奇 黑 点 的 痢 域 中 非 有 界 。 


现在 让 以 形式 如 忆 引 ) 的 积分 来 满足 方程 (418), 送 积分 党 n 访 正 整 
数 哇 即 勤 上 等 多 项 式 : 


(119) uz) 一 吉 直 地 | 
各 


un 


人 一人)" 


re 


做 大 方程 (118) ,得 : 


《一 2 dy -2 +n lu= 


nl ff (1)n 


Bri] (tt 
ntl [or GD 
| (Foyt |, 
由 此 可 蝎 壤 党 关 数 i 沿 着 称 路 0 坟 一 通 生 
(120) (8 —1) 4 了 


Ge 
仍 背 回 到 原 求 的 数值, 那 末 幻 i199) 式 就 是 六 程 C118) 的 解 了 。 党 % 非 纱 
数 哮 《119 式 中 的 长生 和 他 醒 数 有 三 个 支点 : 1 一 * 和 t= 士 1。 禾 时 对 方 
向 环 和 能 1 一 1 或 i= 一 1 一 过 徐 , (4120) 中 的 分子 (一 上"+! 多 得 一 个 葬 


[rEP—D+ont Di —s) | d= 
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数 er 而 刺 秋 {一 # 一 过 钱 分 母 G 一 2)"'? 汶 得 一 个 琵 数 6 。 
舍 在 神 籽 类 t 平面 中 锻 1= 一 1 沿 着 实 轴 示 1= 一 co 鸣 一 休 割 这 。 双 取 
0 从 竹本 朝 上 1=1 的 右边 基点 4 出 发 , 送 叶 人 儿 方 向 环 磋 本 1 和 t=4% 
一 通 以 答 重 又 回 到 4 虹 的 于 丸 鹭 ( 洛 73)。 

慨 设 zz 点 不 在 荐 入 之 上 , 耳 灸 踏 避 不 奥 割 入 机 交 。 窗 积分 的 多 值 
西数 榴 她 值 臣 由 条件 arg(t 一 1) 一 argttT1)=0 和 |arg(t 一 2)|<<x 
中 这 而 决定 。 由 以 上 所 述 可 知 省 党 人 避 趟 一 届 以 德 (120) 中 的 两 数 
确 郁 刹 测 原 值 。 注音: 由 勾 犀 定理 可 知 积分 的 数 征 贞 4 点 在 实 轴 .上 
t=1 的 右 各 的 位 时 以 及 0 的 形状 乱 关 ; 认 付 0 不 和 和 淹 粮 相交 就 好 了 。 

浊 榜 ,我 们 赢得 到 了 方程 (118) 的 解 : 


1 
{121) Dw) 一 ind Gn 
其 中 是 前 面 说 测 的 粹 路 。 避 解 是 在 如 此 税 荐 通 的 下 而 中 的 5 的 下 有 
画 数 , 迁 别 在 *= 工 丈 然 。 但 我 们 在 [103] 中 知道 方 稳 (118》 可 以 由 高 斯 
方程 过 xc 一 m 二 1; B 一 一 mw ?7 开具 及 x= 二 2 而 得 到 。 因 优 解 (121) 


在 4=1 需 正 基 , 朗 在 :=0 需 正 则 ， 所 以 除 一 常数 因子 外 他 应 获 符 合 
英超 越 恋 何 执 散 , 即 ， 


(122) P=0F(nT1, —n, 1; 7)。 
要 决定 常数 0 可 凡凡 算 P,(1): 
1T fde-Dr ,1 [Gly 
PT ii t— I) 入 一 | 和 


用 留 数 定 理 可 以 算 册 CD 一 1 。 放 以 zl1 代入 (422) 式 郎 得 QC 一 1， 


锻 而 
(128Y Pm =F(nt1, —n, 1 2), 
学 般 正 强 数 陵 征 就 是 动 上 特 多 项 式 。 此 外 , 因 篇 Fla, 8 7 为 中 加 
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和 可 以 变换 , 故 由 (123) 式 知道 对 共 任 审 的 n%: 
Pte) = Ps) o 

利用 2D) 式 立 齐 可 以 得 缠绕 32] 中 37) ，(3 的 和 (40) 等 天 任 式 。 一 般 
而 前 ,石竹 (118) 的 解 PKe) 以 ze= 一 工 和 = co 需 奇 仁 吕 。 在 整个 秘 
钢 通 的 平 而 上 泪 画 艇 部 可 以 用 (1210) 式 来 表示 。 

1 委 ， 第 二 央 勒 上 特 夯 数 ”在 前 一 段 中 我 们 已 经 找 出 瑟 程 118) 的 
一 由 解 了 。 惕 在 要 求 求 他 的 第 二 个 解 。 我 们 知 逻 ,如 果 jC2) 是 方程 

y+py 二 Ge 一 0 

的 解 , 邳 未 第 二 个 解 可 藉 下 面 的 从 式 做 出 来 : 


人 0 的 -cot ”证 ， 


其 中 局 是 任意 浓 数 。 首 先 ,者 察 nw 是 正 整数 的 声 人 台 。 方 程 (118) 在 其 末 
黑 点 + 二 co 的 逢 定 方程 的 十 根 壤 p1=n 十 1 和 由 = 一 由。 方程 (118) 的 
解 和 pi 澳 顾 的 党 z= co 时 其 值 篇 等 。 应 用 Ee : 


《1351 


“Oho me 
画 数 Qukz) 届 2 一 士 1 壤 阁 黑 点 ,车 在 补 米 数 x 的 平面 上 从 z= 一 1 到 
?二 1 发 一 休 抽 穆 , 基 ,C2) 在 和 进 稚 割 进 的 笠 面 中 规 正 唱 , 且 常 可 条 
《12 门 式 来 表示 。 注 窟 ; Pa) 的 楼 都 在 区 具 ( 一 I, 十 卫 之 内 。 

现在 武 以 惑 上 和 尾 多 项 式 和 大 数 臣 数 来 表示 名 4z])。 需 此 ,和 精 公 式 
《1363 or( 风 一 去 RCalg + ue) 
漠 入 新 的 画 数 %(e) 以 伐 wz 。 则 方程 (118) 政 乱 : 

(1) 一 2 nt 1a), 

出 (2) 式 可 笨 鞍 方程 改 乱 篇: 
(127) 


人 一 5) a nn lv=2 六 Con 二 DorriCt) 
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其 中 N= 占 7 篇 偶数 、 入 = 二 Cn 二 DD 卉 和 1 篇 凋 衣 。 加 悦 Ps 
满足 方程: 


(1—z) Pspr1(®) 一 20P at) + 
十 人 一 四 十 人 一 逢 十 的 忆 origo) 一 
可 知 方程 
GG 一 9) 加 一 2 n(n 二 Dw=2(2n 一 饭 二 Porr1Cz) 


有 特别 解 
wa) = 7 2 A+ 


Car— Dn B+iy -as 
有 


C128) ww 人 (= 于 PCo)IES+T 一 立 Cen a 1 )o 


他 应 蒿 是 PC2) 和 Co 的 艇 性 轿 合 | 


(129Y Wo2) = OP, CF) ORC) 
由 (128) 式 及 展开 式 
Flite -ir artat" . (sl>D 


易 知 省 各 yco 脖 -2 人 专 有 界 。 但 另 一 方面 , C129) 式 右 如 的 记 (n) 
是 二 其 多 项 式 ,又 当 wo 时 包 (CoJ) 与 -7 国 陆 币 趋 放 雪 ,因此 知道 
01 一 0, 朗 得 : 

(130) OQ.(0) =uo(e) = 寺 P.(o) gE Re), 


其 中 Ba(2) 是 避 一 了 次 儿 项 式 。 肉 Pw) 际 和 式 丙 洲 , 久 人 4 微 
分 ,得 : 


鲁 。 SB 
Ci 大 x ;= 1 2 + Eh; 


其 中 Si 四 是 的 多 项 式 - 另 一 方面 ,由 (125) 式 可 得 : 


不 六 童星 殊 男 王 _ 201 
| Q(t) ]- 工 
BTL P(ey CH—za IPAe)]" 
于 较 演 两 倍 等 式 ,可 得 : 


Cs lil 1 Sa) ， 
-aE ™ Te TP CT 


多 而 Os= [PC TI — 2 Nr), 
们 z=1 他 得 久 二 1 。 由 (128) 和 (129) 最 第 可 得 : 
_1 14+o AX gn 于 3 

(181) Qn) 和 lg 1— B 己 《36 一 D Cn— 一 站 十 他 DZ 
Co) 通常 称 估 第 二 锋 蔓 上 特困 数 。 

《131) 式 中 台数 画 数 的 出 现 是 方程 (118) 以 ”= 士 夺 需 闸 暴 凤 的 特 
微 。 容 易 笠 (zw) 党 示 般 定 积 分 的 形式 。 因 篇 当知 正 整 数 肝 (0) 
式 中 的 画 数 在 f= 土 4 都 等 狼 霉 , 故 欲 求 形式 如 (C119) 的 方 各 (118) 的 
解 ,可 取 C 篇 穆 臣 一 1<t< +1, 郎 得 一 解 : 
(13%) oo 一 Of er 
其 中 是 任意 常数。 演 积 分 营 * > 十 co 上 肝 与 -二 同 绕 而 网 供 带 ,因此 
wz) 办 外 《7#) 巷 著 一 全 党 * 数 因子 。 现在 要 决定 常 散 0 使 得 刀 (w) = 
= ,2), 由 (11) 式 知道 在 P,{wy 中 EM 的 公 苯 是 - 


nn nt DD 2n! 
(C13 Un nl 一 DEpD 


回 测 《了 四 和 式 , 易 几 统 积分 画 数 依 富 :的 正 整数 医 展 天 时 其 首 项 需 
《- 吉本 可) 适 而 9.( 风 的 丑 并 式 的 首 顶 电 - 了 二 六 arr。 和 《132) 
式 比 较 , 即 得 和 所 痢 镁 足 的 方程 : 


+1 tn 汪 1 
cj ("dy 


1 
Znt1 
zc Sin?ttl gp dy = EI? 


20% 高 等 就 模 烙 准 
由 [I, 100] 得 
20__ 2n(2n— 人 D4.2 1 
em” B83 wntLy? 
再 由 (133) 式 序 得 C= re 忧 太 《133) 式 ,我 们 得 到 了 人 @.(0) 的 稍 分 
六 示 式 : 
友 中 


134) QD) -| Fr 


湿式 子 在 整个 加 沟 数 > 平面 上 有 有 效 ,除了 舟 眉 一 1<x< +1 已 外 。 现 
在 百 求 (2) 的 超越 闽 何 级 数 表 示 式 。 利 用 人 7 引 的 (1489) 式 ,全 其 中 的 
2 二 名 十 1， 温 有 Tin t= Cn + DT Ont , 下 敌 Q193) 式 中 的 an 用 
示 篇 : 


dt 


如 
(36) ont -并 +) 


[Tm DS (ons T+1)® 
其 次 ,名 换 f 一 ;和 租 勤 上 特 方 程 (118) 多 篇: 


二 1 uu _ nn+1) 
一 DE+ 三 了 


和 进 是 侦 高 斯 方程 , 其 中 湖 数 a B= 一 全 ，y 一 记 。 厅 用 [101 

中 C64s) 的 第 一 式 , 置 2 二 1 一 2， 即 得 方程 C118) 的 解 : 

《136》 ws) i 了 各 + 寺 ， 各 +1， mt 去 )， ‘C121>D) 

造 解 在 播 限 速 点 的 行 篇 与 Qu 一 层 , 故 与 @,09) 且 莽 一 咎 常 雪 困 子 。 

剩 下 来 要 决定 常数 0, 使 得 (136) 式 的 解答 合 於 Qu(o)， 生 者 依 二 的 村 
1 -1 

展 睫 时 第 一 项 篇 Tm Da 由 此 易 知 和 从 而 


An 十 全， 1 下 十 3 1 
(137) QA = patiP 和 十 53)? + 阿 于 2 + 97 ns oo 


直到 现在 我 们 窑 在 % 乱 正 整数 时 讨论 画 数 Qu 人 ce。 淮 取 任意 数 
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值 时 ,也 可 以 定义 x) 篇 方程 (13) 的 第 二 癸 解 ,好 们 前 一 自 中 尘 卫 x 
做 的 一 榜 。 园 济 稍 分 (134)。 和 党 Cn 的 禄 烧 部 秀 篇 正 时 道 积 分 有 党 
益 , 故 可 用 来 定义 Quke)。 在 一 般 的 扬 合 刚 可 取 通 当 拘 积分 烷 路 而 蕊 路 
积分 (119) 来 定 六 人 .C2)。(137) 式 对 不 等 其 负 束 数 的 % 筷 有 效 。 应 注 
六 如 果 温 蛙 n% 不 是 正 整 并, 居 责 获 @,(2) 以 4z 二 00 需 支 点 。 温 时 可 以 和 从 
Zz 二 1 到 2z 一 一品 发 一 宴 穆 而 使 他 在 运 被 割 的 平面 中 篇 军 值 。 若 7 篇 鱼 
整数 , 几 甘 % = 一品 一 1 其中 各 乱 正 整数 或 雳 ,直上 时 证 径 (1t8) 光 篇 


(一 0 和 -ap mnt lu 0， 


二 此 可 到 瑟 (信和 eu 震 方 程 (1 的 的 解 。 对 於 醒 数 8.) 易 只 
[8 四 中 (37)，(39 和 (40) 噬 式 均 成 立 。 
IT 具 赛 靖 匡 数 
143、 上 由 普 柚 隔 数 的 定 毅 ”我 们 在 研究 加 噶 氟 动 的 向 题 时 已 经 肖 
到 允 上 内 塞 条 夯 娄 [ 工 , 178] 。 现 在 再 问 司 -下旬 前 的 竺 果 , 如 仔 由 波 的 
方程 符 到 以 塞 而 醒 数 。 


孚 面 中 的 波 盘 方程 是 
(13 SY = a (+ $4) 
二 国明 晤 可 丰 不 厅 上 和 大 


z=Tt0p; Y=rsing, 
我 们 要 找 广 各 ( 1 这 样 的 解 , 它 可 以 表示 仿 三 个 责 数 的 琴 入 ,其 中 一 个 
是 上 的 而 就, 一 四 是 7 的 夯 数 , 奸 有 一 个 是 p 的 画 数 。 如 我 们 所 知 ; 导 
征 解 具有 如 下 的 形式 : 
C2 (a cog wt Bain wi) (OC cos ppt Dsin po) HEr), 
站 中 a BB, 人 和 耳 起 任意 党 雪 , 而 带 wo 和 之 问 出 存在 间 傈 : 
C3 .w= 
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(2 ) 式 中 的 所 (2) 是 只 寒 铀 方程 
(4) OEE Ci AGP 
的 任 一 解 。 

注意 : 《33 式 中 的 常数 5 亦 篇 任意 的 ,但 我 们 到 他 翁 整 数 ， 国人 篇 硕 
记得 到 一 个 关 认 训 数 g 的 通 期 等 脸 27 的 解 。 此 外 ,我 们 又 希望 油 解 此 
7 一 0 时 答 有 异 ,篇 下, 话 取 方程 (4 ) 的 解 使 党 :一 0 时 含有 界 , 即 取 中 守 
鳃 画 数 瑟 ()， (p>0)。 常 数 志 各 的 数值 由 这 千代 件 决定 。 以 熏 我 
们 湿 矣 谈判 员 塞 震 函数 的 麻 用 , 但 强 在 则 先 训 研究 方程 《4 ) 所 决定 的 
面 数 的 性 里 ,首先 从 只 塞 请 而 数 开 站 。 

除了 一 个 常数 因子 不 能 确定 外 ,内 塞 帮 醒 数 的 展开 式 篇 [II, 48]: 


EB 


C5) LO 0 [1 y+ D4 TD — 
车 p= “是 正 上 数 或 需 , 旭 取 常 数 避 等 於 - aT ; 如常, 届 01 一 1。 
泗 样 ， 足 号 乱 正 整数 的 中 塞 泵 画 数 就 可 窟 成: 


bb ed 
C6) 1.O=- nT HS 。 
车 Pp 不 是 蕊 雪 , 肥 在 C53 式 中 取 常 数 口 符 黄 


1 
ET 
和 旬 而 员 塞 确 贾 数 的 展开 式 是 : 


.= Fe 11 ors 3) + 


I zt 
十 ac 人) 一 
焉 由 TQ) 的 基本 性 贤 有 : 
7) 


(= 将 rt A CS nT §) 
党 p= 篇 到 整数 时 (7) 式 显 然 与 (6) 式 从 同 ,现在 驾 寻 当 p= 一 n 
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却 负 整数 时 (7) 式 构成 怎样 。 如 我 们 所 知 , 当 = 党 臣 各 整数 或 老 蛤 F9) 
的 值 涡 优 帘 大 。 放 在 展开 式 《7 ) 中 几 使 8 二 L 等 从 久 整 数 或 震 的 名 
所 对 麻 的 项 都 等 其 鼓 , 就 是 满足 
一 二 训 二 1《0 三 ECn-1 
的 所 有 的 项 都 等 供 零 。 换 首 之 , 般 数 应 从 5=n 的 项 开始 ， 


bal { 一 1 名 一 H+ 多 
Vle) 志 EITCO—ntE+1) 3) ° 


记 7=f 一 n, 弟 壮 《一 1)" 舍 到 求 和 符 咏 之 下 ,得 : 


， : —1): n+ 
YD = ~) SrSiir 3) * 


| 
en 一 于 二 下 
一 在 Nn (3) ? 
邹 
{8 》 CC2》 一 《 一 1)” TD) {n 篇 整 些 ) 


换 侣 产 说 , 足 训 息 色 整 数 (一 za) 的 只 密 泵 西数 下 足 号 需 正 吾 数 n 的 
具 案 全 两 数 胀 洲 一 个 党 烧 因 子 ( 一 DD*。 

桌 了 非 整数 于 男 数 且 (2) 和 本 ,(z) 络 然 是 中 塞 禄 方程 的 两 个 糠 性 
剖 立 的 解 [IT, 48] 。 我 们 知道 般 吉 (7 ) 导 其 所 有 4 的 有 限 值 此 笈 收敛 。 

144， 读 具 究 三 夯 数 加 之 估 保 ”现在 洪 出 足 驴 不 同 的 具 堵 页 画 数 
之 问 的 克 个 基本 问 保 。 税 分 军 航 数 (7) 可 得 : 
OO 


和 
改 痪 5 篇 十 1, 央 上 式 右 沈 的 级 数 包 例 从 大 =0 加 起 ; 

a AC 2 C— riocktly k+l 

oz 


加 区 rr 


或 be 
dz) ， 1 人 《一 二 PT 


ds hpTIThiI\3) 2* 
和 (7 ; 式 比较 , 即 得 


ZN 商 等 数 学 部 各 


(9) DD, 
算出 左 选 分数 式 的 珊 数 ,可 将 沈 式 子 改 和 篇 : 
G0) DOJDTED ED =D], 
以 z 除 (9) 式 的 两 稳 , 得 : 
1 - 色 PA p+ Yo 。 
名 证 芝 2 2 


上 杞 的 陪 低 可 以 用 一 多 苗 来 尖 示 :微分 分 式 2 再 以 z 来 除 训 等 
大 把 刘 分 式 中 的 2 痢 改 篇 p+1 然 熏 再 楼 他 的 符号 。 

府 攻 这 规划 若干 次 芭 钱 ,可 得 如 下 的 公式 ,对 愉 任 何 正 整数 宫 荡 记 
并; 


1) Gh DD" 
台式 子 双 可 限 必 写成; 
GD D0 


es Ezz 
再 求 季 区 s"J( 人 关於 zx 的 于吉 


《一 开演 2Cp 十 让 2 
高 和 rs ? 


” 工 由 POp+tt b= (ptr p+D 部 得 


全 zz p= 


py 一 1+2i 
CALLAO + FT DE ) 
应 用 C7) 式 可 得 和 (9 7 式 天 恬 的 苦果 
13) AO LAA 
算出 等 这 左 进 记 和 粹 的 洲 数 ,可 将 生 式 了 性 祝 加 下 : 
(14) OE TNO A 


以 z 队 (13) 式 的 雨 渴 , 得 : 
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a oe) 0 oad), 


应 用 洪 翁 字 六 者 二 灰 以 全, 可 得 和 和 (1) 式 类 侯 的 式 子 : 


(15) Cy” 所 (四 二 sm] 
或 
pn Caimib Pe {zy 
(16) hs 7 a 【的 一 D0 
和 中 表 们 用 本 的 江 吕 : 
da dd 
Ce J) 二 “gd2 zdz 1%), 


其 中 并 郁 > 微分 以 缕 则 用 :来 除 的 省 算 一 站 有 澡 次 。 
比较 C10) 式 和 (9 趟 , 印 得 三 个 痢 接 只 塞 大 南 获 之 阿 的 关 傈 式 : 
LD oD TD 
或 
< 六 -2 人 一 -1 二 sz) 

谭 用 上 列 雷 肌 式 ,现在 我 们 伍 朋 凡是 足 肯 莽 其 蔓 数 的 一 牢 鬼 只 宇 
潮 娄 部 可 当 用 初等 此 激 汪 未。 尖 训 所 半 到 数 约 一 中 谣 是 形式 大 
十 22 的 数 , 其 中 避 是 歼 数 。 首 党， 在 (7 关中 全 2 言词: 

oo 十 下 
-3 J 二 艺 和 ] (3) : 
#0 5 人 十 三) 
隔 用 男 数 F(2 的 基本 性 质 堵 于 其 肪 德 ,再 得 : 


rt- 


-7- 


由 县 得 
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人 = (一 0* i 2 一 Drees 


疡 1 Er 1.3.. "FDY 全 I 旋 oF 
印 
(18) EAGER Sinz, 


现在 麻 用 (1D 式 , 印 特 对 基 任 何 正 束 数 必 拔 戌 立 的 : 
本 和 2mtt 这 Sm 
(19) mC) = (1) YE | 2 ) 
济 足 号 壤 急 值 的 可 得 类 似 的 千 录 。 放 《7 ) 式 中 从 一 一 本 得: 


(20) 7D=Y -os 
然 熏 谭 用 (15) 蒜 , 朗 得 对 蕉 性 何 正 整 数 智成 立 的 
《2 人 Tse) =Y 2 Me 人 


我 们 在 [TI, 48] 中 全 经 写 通 足 号 需 士 总 夺 和 士 呈 5 的 内 密 鲜 备 数 的 


责 示 式 当 然 也 包含 在 (19) 和 人 (aD 的 入 昌之 中 。 
145， 贞 骂 南 画 数 的 让 交 性 和 他 位 的 堆 点 我们 已 妹 襄 过 从 前 研 


完 男 膜 振 吉 的 降 使 信用 到 上 忠 塞 寓 夯 数 。 邳 时 我 们 用 普通 的 福 里 真 方 
法 , 需 了 要 满足 问题 中 的 锌 妈 人 条件, 和 将 已 糙 的 函数 按照 内 塞 得 夯 数 展 
朋 。 过 桂 就 得 到 一 个 和 条 里 真 圾 数 类 似 的 航 数 , 其 中 庄 具 塞 庆 西数 有 
正 变性 [HE，178] 。 现 在 我 们 要 和 从 更 一 般 的 秽 几 来 研究 和 进 个 周 题 ,站 殷 


明 慈 件 埔 充 的 事实 。 
如 我 们 记 知 ,上 只 塞 鲁 西数 .mkiz) 满足 方程 [IT, 48] 
TABz) 1 aa) fa , 
+ (er. 
或 内 2 人 
a tT =0, 


| 
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我 们 以 德 假设 是 驴 ?篇 实 数 , 日 p>0 。 
了 到 十 个 不 同 的 # 的 数值 ,下 窟 出 当 订 的 微分 方程 ; 
go] 区 ror 


人 [en 


EL: | + (We PF) Than) =0。 


及 (Ea) 沫 第 一 式 , JCFiz) 汪 第 一 式 , 相 荐 ,然后 在 有 限 区 骨科， 
站 上 稿 分 : 


A 


十 2) a Re, hag) ds = 
第 一 积分 符号 办 的 厂 数 是 南 一 画 数 关於 2 的 省 数 : 
2 nb) J Ca) —2 Ea) J Chg) ]， 


[2 P80) ~ Bb) ,Cd) J+ 
+ 3-2)| WoC) Toe 
但 是 题 见 -St pa), 
其 中 D0) TD), 


因此 前 式 及 可 短 成 : 
(3) | ha Ca DC) hse haa) Th + 


+ 2-6) web) hse) ds =0。 
祝 出 贞 赛 页 夯 数 的 形 并 式 


号 1 高 等 数 举 款 程 
C23) DOE Be 
由 巩 p>0, 可 知 当 z==0 时 积分 出 来 的 硕 等 趣 等 , 因此 最 熏 得 到 下 面 的 
臣下 公式 : 
QD DDI aD — baysDT CD] 
(好 到 sf ,hha das=0 


当 7 二 1 时 得 : 
C25) BJC 一 并 CE 人 + 
+ Cm RACAL , 

在 以 上 的 演算 中 我 们 融 避 p>>D 。 易 葛 在 更 一 般 的 情形 蕴 儿 > 一 工 
竺 人 号 式 中 的 积分 仿 有 瘟 埃 ,让 且 积 俘 出 来 的 顶 当 > 一 0 时 仍 等 走 均 。 

现在 先导 明 上 只 蜜 责 西数 不 能 有 礼 娄 的 雾 点 。 先 设 仔 有 一 复 零 点 
0 十 站 其 中 oz#0。 展 脂 式 《7 ) 中 的 低 数 者 是 偶数 ,因此 当 (2) 有 一 
雾 黑 4+ 记 肝 必 有 一 共 证 规 点 a 一 治 。 於 (2 本 式 中 醒 向 一 6 十 动力 一 
一 6 一 外 。 得 时 西关 取 ， 改 得 

| ， ,Chi2) Char) da 0 。 

Cb) 和 Cg) 的 数值 亚 芒 是 共 屯 复数 ,因此 上 式 中 慷 征 耸 画 数 
取 正 值 , 故 过 式 子 不 能 成 立 。 剩 下 来 再 看 5= 0 的 情形 ,部 杜 琶 明 尔 数 
.0 不 能 必 纯 虹 数 十 友 志 拇 点。 实际 上 以 2= 记 代入 人 3) 式 ,所 特 
的 级 数 估 : ， 

、、_，， bar 
db) = CO)? 3 TCETE TS hr? 

当然 其 值 不 能 访 圭 ,二 篇 由 [7 了 的 (111) 式 知道 上 当 2z>0 时 函数 2 到 
正 慎 ， 所 以 下 要 的 名 项 部 过 交 。 道 楼 ， 我 们 就 得 到 下 面 的 入 
te 《23) i 立交 可 多 J | 的 各 轴 必 站 让 时 出 现 , 缴 
一 烛 中 的 十 零 吕 径 潮 值 相等 , 答 卫 相 反 。 因 此 我 们 埠 可 硫 究 正 零点 好 
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了 。 以 镑 我 们 就 是 但 榜 做 。 宫 瑟 县 岩 策 丽 数 的 渐 近 展 并 式 Li13]: 
J -4 二 sos(z 一 笃 一 于 ) 十 口 (zy 


琉 Tz) = 过 [cos(z 一 名 :一 一 tO D1] 

车 党 让 袜 直 交代 瑟 限 时 方 括 业 中 货 二 项 的 可 入 等 ,而 而 第 一 项 
期 在 一 1 和 Ti 之 问 振动 乱 限 次 。 由 此 知道 丽 柬 帮 ( 有 短 浊 多 侨 先 
县， 

若 z 一 机 和 2 一 如 篇 方 各 


《26) 2) 一 
的 两 个 不 局 的 正 概 ,如 由 (24) 式 立刻 知 洁具 灾 幸 国 数 的 正 次 己 : 
(27) | sf, CBT Ck) =0 。 


由 中 故 定 理 , 囊 圳 75(x) 也 应 该 有 乱 限 多 眉 实 的 正 霉 点 , 洪 纪 用 和 
如 记 方 程 
C28) J a) =0 
的 责 个 不 周 的 更 根 , 用 由 ( 纪 ) 式 同样 可 避 得 到 (27) 式 。 

现在 再 少 开 以 上 更 一 般 的 太 程 : 
(29) a ,CD + Ba ah) = 0, 
其 中 和 有 日 是 如 知 的 实数 。 珊 ?一 和 和 2 一 如 是 址 方程 的 南 候 不 同 的 
下, 印 

a +t Bh) =0; od(hkel) + BET hal)—0, 
由 时 可 得 
PIChD TBD) — ha B) TCEt) =0, 

所 中 于 隋 (34) 式 中 积分 出 来 的 项 也 等 答 堵 ,和 如 前 可 得 (237) 式 。 C28) 和 
《28) 显然 是 (29) 的 特别 和 情形。 各 前 ,利用 正 交 性 易 座 方程 (29) 不 能 有 
被 数 概 ge 十 站 ,其 中 cz0。 

吓 牙 ,如 前 可 十 广 各 (29) 租 不 能 有 范 赎 要 ,杀机 >0 和 80os 


| 机 名 数 尝 数 积 


国情 责 侦 已 知 的 天 何 
(30) EO, pe), 


磨 用 如 岁 定 理 , 由 第 一 式 可 知 在 J,(2) 的 十 个 吾 搂 的 替 右 之 时 率 少 
有 +412) 的 一 个 零点 ,由 第 二 式 可 知 在 万) 的 十 价 轩 校 的 零点 之 
呈 到 少 有 中 全 的 “条 由 ” 合 泛 一 村 果林 全 二) 和 “or 的 正和 
的 孝 点 ， 反之 订 编 、 

假 才 c 和 了 全 次 篇 思 ( 全 和 nt (的 县 小 正夫 点 。 因 1G) 
以 2 一 0 篇 卉 点 ,对 (80) 的 第 二 式 财 用 办 策 定 理 ,可 知 . 态 (2) 麻 有 一 迁 黄 
在 际 圈 (C0, 站 之 内 , 妇 &<5。 

适 科 ,我 位 得 知 黄 数 .及 (2) 的 县 小 正 才 珊 玩 .402 的 最 小 正 鼻 点 
更 和 原 黑 接近 些 。 此 外 , 注 演 图 数 2-"J(2) 是 方程 

(2p 十 下 到 ray=0 
的 根 ; 可知 ?万 人 从 和 Ee (2 不 能 有 相同 的 正 模 [104。 由 (C30) 
式 知 道 画 租用 (8) 和 Jr) 亦 不 能 有 相同 的 正 模 。 * 

在 求 已 猪 硬 数 因 负 只 塞 负 本数 的 展开 式 时 ,最 罕 要 的 就 是 要 用 到 
具 塞 阶 画 数 的 正 变性 。 例 如 在 研 老 加 膜 振动 的 间 题 时 我 们 就 下 伍 和 一 
步 工 作 。 

得 于 有 婉 要 骨 算 形式 如 


| Ba 
的 积分 ,其 中 z= 是 方程 (39) 的 棋 。 现 在 看 一 握 特 别 情形 ,部 党 是 
方程 (2 人 9 的 晶 模 上 时。 误 Q2D 式 中 辕 加 = 搞 一 趋 认 8 局 李江 的 多 数 ， 
唱 得 


Cat a a= OA 。 
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营 下 下 胖 等 式 右 沙 的 分 子 和 跟 母 的 极限 者 是 圭 , 因 篇 ZK) 以 
J 有 ) =0 答 座 限 之 帮 。 昭 通常 的 规则 求 各 未 定形 的 位 , 邹 得 
2 Ceyaz= PT CH 


(SD (D5), 
训 已 知 的 闫 保 


中 里 z 二 及 , 序 得 
VED = —dn dD), 
从 而 C3 了 1D) 式 可 以 篇 成 ; 


(32) 下 2TRKEsydz 一 5 CED。 
消 = 是 方程 (28) 的 根 时 我 们 局 榜 可 得 
C33) | sid:— -5 TD), 


但 已 邵 


3 
D+ 并 GD +1 一 二 ) 0D =0, 


采用 .0 六 一 0 的 关 保 可 将 (33) 式 改 窟 乱 : 


(84) 上. ZE 和 一 (0 ) RCHD。 
146. 址 国 数 和 种 妇 沁 示 ”者 窗 补 甸 数 i 的 解析 西式 
C35) a 


他 眉 1 一 0 和 二 co 怖 本 性 奇 呈 点 , 故 可 在 整个 补 变 数 t 不 而 上 展 
加 篇 呆 衣 和 狼 姓 ,其 中 的 保 数 霹 参 琢 * 的 夯 数 : 
(C36) CD Ee, 


214 滞 等 数 芝 玖 程 
狗 在 末了 强 些 傈 数 就 是 具 塞 研 画 数 凡 ( 人 人。 实际 土 ,536) 式 中 族人 慨 
数 可 着 如 下 的 路 积分 永 乃 示 [151: 
a (2 = rl | a | du, 


其中 是 任 一 欠 正 方向 蒜 六 沁 内 一 过 的 日 几 站 路 。 由 下 式 4 一- 从 小 
太 厅 的 铺 分 效 数 * 以 代 赫 mw 其 中 z 是 个 固 完 的 不 等 佟 等 的 数值 。w 一 0 
和 t=0 汉 谭 ,而 穆 路 仍 杰 篇 1 不 面 .上 从 正方 向 现 覆 原味 一 巡 的 阴 义 
路 。 妓 通通 多 换 以 全 得 到 

在 穆 路 1。 上 黎 科 可 以 把 指数 面 数 展 朋 做 关於 + 念 一 致 收 黎 购 桂 航 
i: 


oo 一 如 区 
入 红妆 雪 , 划 上 i 中 的 民生 明 不 以 40 角 奇 办 点 , 因 
比 积分 之 值 坑 等 。 若 人 十 肪 符 正 整数 或 壳 , 草 由 4 的 展开 式 易 知 稚 入 
分 画 数 在 ;一 0 的 留 娄 等 从 局 寺 而。 因 比 曾 是 器 m 往 正 芝 数 时 有 


mT， 
就 是 斑 ，orC) 稼 和 .02) 四 靠 。 若 起 (36) 式 中 改 ! 秽 { 一 工 ), 等 式 左 


滔 保 持 不 撤 , 故 知 C_ (一 (一 和 "6 人 人。 旬 (8 ) 式 可 和 [党 % 乱 负 绒 数 
于 


代 玉 前 式 , 得 : 
bE =1 K 豆 yh sik gt 


闫 二 3 


Cal Do 
过 向 ;86) 式 就 可 以 改 帘 篇 : 


《377) oe" = 区 J 四 
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Te 


式 柱 易 得 出 足 跷 乱 夏 数 的 具 塞 泵 次 数 的 一 些 性 质 求 。 特 判 ,我 们 可 以 
利用 他 六 出 足 加 名 整 数 的 具 堵 锁 夯 数 的 各 分形 示 。 
亦 蓄 式 中 置 3 一 党， 等 
pn 三 6 
般 z 和 ?和 需 实 数 ,将 上 式 中 实数 部 共和 入 数 孝 分 俘 并 ,得 ; 


cosfazpBin 多 一 wof2] 十 Eeos 殉 人 十 工 of2 oSN 


sin(28in 的) 一 三 J CR) Sin ng 三 《zySin np 
由 (8 ) 泸 可 将 于 两 式 改 将 傣 : 


CoRfzSin 中) 一 wofz 十 学 E Jalayeos 2ng 
r= 
(38) 
sin(zsing) =2 7 J iF)ain(C2n 一 有 六 
半 二 1 


《89) 式 天 示 两 面 数 的 坊 里 哀 狼 数 展开 式 , 利 月 通常 决定 傈 数 的 个 
式 可 得 如 下 的 具 塞 页 画 艇 的 各 耸 表示 : 


| 72,(2) = 二 [cosasin P00 2ngp dg n=0, 1 ) 
(89) 
{ do 1a) -| sinCzsin g)sin(2n ~ Dydpe m=1,2,.") 


用 同 楼 的 方法 由 (38) 式 还 可 以 得 到 两 避 等 式 : 


了 | ”ceos (xsin gp)co om 一 下 六 9 一 人 
og 


去 | sin(zsin pysin 2ng p= 0 
[4 


(8397 中 的 两 个 式 学 可 以 合 成 一 帆 式 溯 , 不 验 和 区 足 晤 答 音 数 或 个 数 
时 者 成 立 的 。 需 此 ,考察 积 人 : : 


816 高 等 数 学 数 , 程 
二 | cosGn9 一 sin g) dp — 


[| cos{2singp)eos np ap + 二 sin{zsin wysin ng dp oe 


党 m” 和 需 偶数 时 右 注 第 一 项 是 (2), 而 第 二 项 等 於 才 , 夏 其 和 关於 
J .(2)。 党 mn 篇 奇 数 时 第 一 项 等 藤 卉 ;而 第 二 项 等 秀 J(2), 打 和 仍 坊 
JG 的 。 因 此 不 戎 足 号 ”人 需 奇 需 偶 ,而 数 /Ko) 党 有 如 下 的 精 分 下 示 ;: 
《0) J 2) = | cosCng —2z3n9)dp, n=0,1,2,.) 

最 客 地 鹃 ,我 们 袜 党 2z 党 洋 数 时 竹 明 了 .上面 的 等 式 。 但 由 解析 延 


拓 的 原理 可 知 他 对 任何 被 数 z 都 成 立 。 因 篇 愉 稍 牙 的 是 眉 人 悍 冰 数 , 故 
得 公式 又 可 帘 殉 ; 


(41) LD = 二 | coa(np 一 zsing)dp o 
落 式 子 双 可 改写 篇 : 
(4 二 -| slapsau py gy ， 


实 降 .上 , 对 指数 夯 数 应 用 尤 拉 至 式 , 得 到 十 项 , 第 一 项 就 是 (4 了 DD) 式 

中 的 积分 ,而 第 二 项 锋 租 零 , 因 仿 被 稍 爷 的 是 者 而 数 之 玖 。 

-- 诗 嫩 ; 归 台 不 是 整数 时 (和 0} 式 不 霹 立 。 浊 竺 堪 立 球 芥 翰 的 公式 
(SS Jp 《2 = 二 jcoa {np — zan PIA — ps joe- pr-iabrdps 
扩 式 和 子 时 秦 秦 轴 有 进 的 * 沪 有 效 ， 其 中 夏 昌 六 正 刺 国 数 : 

sh p= 了 
导 含 式 的 发 明 在 L45 菇 中 。 
” 包 用 (37) 焉 贞 玉 等 式 
aa 区 _ ed | to 
得 
7 Cd 可 可 = EJ, Es ye 


莫 贞 右 选 遇 要 地 鼓 的 琴 种 然 征 佣 项 ， 线 蚁 镍 沪 两 违 以 的 全 数 , 欠 
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《的 Ja(a 二 功 == EE Ja Trlb)o 

证 公式 基 是 屿 全 整数 的 身 宏光 卫 数 的 加 注定 再。 

凤 罗 是 统 等 闪 吉 的 汕 数 存在 更 一 般 的 加 法 定 午 : 
(C45) Tal TTD con) To 0) ob) 2 ead) co ke o 

147. 箭 里 袜 册 联 良 公式 、 任 一 在 区 同 (0, so) 中 定 闵 的 融 工 者 在 过 区 司 申 洲 足 某 谍 队 
加 恬 件 , 即 襄 有 有 类 仙 妆 县 得 让 种 攻 的 筷 革 类 示 太 ,己基 中 所 合 的 是 上 塞 习 可 才 汶 不 是 三 角 而 


台 。 具 休息 来 , 假 股 fp) 在 区 而 (0， 吕 ) 中 带鱼 , 量 在 任何 有 有 限 部 牙 见 隔 中 消 呈 状 芳 英利 履 
住 CIT, 1431, 此 秆 ,向 从 


ai ldap - 
世 夺 寂 , 央 时 任 窟 的 吾 壹 Tp 六 0 成 站 下面 的 公式 : 
(46) F160) = rapya tf nse 
现在 我 们 只 襄 一 何 只 因 (46) 式 的 大 概 步 匡 , 不 经 作 痒 和 的 蕉 罗 了 。 说 p 急 向 径 ,9 分 知 
舟 洒 大 杠 扩 栋 , 瘟 对 曾 数 
(47) ger y)=f peinr, yp EE 
麻 忆 其 理 宾 公 寂 TIT，T60]， 红豆 弄 面 两 积 丸 的 次 序 ,得 : 


gl, "=| eerrnau By 请 六 sk neiivettoidt dro 


所 转型 散 (2 切 和 全 从 再 和 谎 大 椎 全 村 
#8 COS CT; =rc09 Bs 
人 一 Si q; v=iginfB, 
列 用 ( 打 ) 式 可 帘 : 


(pietm 一 让 太吉 sn costa-p) dp | f(a) ds | ete eist cnatamalda, 
由 下 式 咯 入 新 的 秘 牙 八 散 户 训 代 8: 
于 
8B 一 p= 手 十 Pr 


” 1 
1 Dn ， 亚 - 时 _ ， _ + je i a) 
Yetts= . tai pt EA A BB of eredel ether etet cps ( eh ee 
得 foetts 去 [ 所 pe 省 好) 扬 《 日 


注疏 三 角 允 和 数 的 凋 期 性 , 柯 导 第 二 嫩 种 和 车 的 低 曾 改 伟 := 十 ro。 后 赚 , 引 进 汤 的 终 纹 
w= 一 四 一 户 以 民生 : 
了 (pyeae -2 人 二 ee ET emtangpr | sf Ce) gs] etet sln oe thn oa" gris 


由 些 式 及 (42) 或 朗 得 :46) 式 。 


5 高 等 数 绎 教 和 


针 放 有 了 供 区 间 人 ,2 中 的 已 栓 本 数 , 代 管 (好 ) 式 我 合 苛 氛 将 他 搜 赂 前 一 隐 中 钳 过 前 正 
况 画 数 簿 名 天 圳 一 个 和 诅 里 误 锋 数 知 全 的 级 效 。 


注意 ; 党 是 三 站 任意 天 执 ( 一 计 ) 的 视 数 时 公式 ( 娩 ) 仍 成 立 , 久 车 阴 失 图 束 1(p) 的 外 
酸 减 少 一 些 时 (46) 式 丈 能 成 立 。 

148 ， 演 旱 锁 惠 数 和 和 诺 伊 曼 图 数 ”在 E1121 中 我 们 当 夭 下 面 两 式 子 
决定 具 塞 疼 方 租 


(48) dw I dw +(1— 人 w=0 


de 2 dz 


的 责 个 解 : 


Hz) = A- -2p) 全 了 了 人 CD” erds 
(49) 


所 PP 一 让 (#) { Cn 一 DD” ter ar, 


纱 些 式 子 中 的 愤 稿 分 画 数 傈 在 具有 两 条 从 :一 -上 工 平行 放 典 轴 到 
进 十 ico 的 制 阁 的 被 杰 数 7 焉 面 中 单 储 地 定义 起 来 。 印 在 第 一 式 中 我 
们 假 玻 argCr* 一 力 一 0 党 + 和 >1 而 在 第 二 式 中 因 训 arg(r 一 1 一 3%w 筷 
*> 工 。 浇 和 欠 实 币 上 的 入 段 (1， 二 so) 竹下 咎 平面 越过 两 荐 入 到 遂 物 眉 
(一 se, 一切 上 ,和 进 笛 我 们 舟 洁 成 了 从 负 方向 缉 线 r= 十 1 雨点 的 一 全 路 
程 , 困 此 人 2 一 切 = (一切 (e+ 了 的 辐 名 就 得 烈 了 改装 量 《 一 2r)， 换 各 
话说 ,在 (49) 的 第 二 式 中 党 7 过 一 1 阴 计 有 arg(rz 一 仿 =0。 对 扒 所 有 
在 看 灿 右 蓝 的 >， 邹 实数 部 分 天 走 零 的 z，(49) 式 定 闵 了 江 开 责 醒 数 。 
此 外 ,注意 (49) 式 中 的 蕉 和 糖 禾 面 数 当 > 的 数值 辐 定 蛙 是 大 艇 p 的 整 茵 
租 , 叉 因 被 稿 分 西数 在 经 限 巡 点 之 迅速 禄 从 零 , 税 们 可 以 肯定 党 + 国定 
硅 澡 开 鲍 醉 芽 且 四 (2) 是 肉 数 尹 的 整 丽 散 。 由 EL] 中 汶 开 责 面 数 的 洲 
” 近 履 阳 式 立 员 可 知 泪 两 夯 数 是 只 塞 天方 程 的 雨 侦 疗 性 独立 的 解 。 芷 玫 
我 全 膛 勾 道具 塞 尔 沿 数 是 南光 并 委 画 数 之 和 之 宇 : 
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C50) 了 人- HC2) + HP 


中 塞 猎 方程 (48) 和 通常 定 和 莉 数 cos ps 与 sin ps 的 微分 方程 
dw 
(51) O23 


之 出 有 非常 关 们 之 获 。 和 沪 关 请 机 数 叶 愿 的 是 方程 (51) 的 十 解 sw" 和 
,和 中 寒 硼 面 散 济 究 的 是 cos pe。 现在 再 导入 方程 (48) 的 一 个 角 ， 
他 等 状语 演 开 畦 醒 数 之 渡 税 除 锥 21: 

C52) WO- OY. 


3 
二 解 通 常 称 人 篇 湛 伊 蝎 丙 数 , 他 和 方程 (51) 的 解 sin pz 对 应 。 由 (50) 
式 和 1 号 式 可 己 用 其 塞 页 画 散 和 诸 伊 虹 画 骨 球 表示 效 开 策 画 数 ， 
68) 再 SO 一 人 的 二 0 一。 
由 北 式 立 天 可 知 wo 和 入 ( 专 是 方程 (4437 的 起 个 营 性 独立 的 解 。 
光复 眼 禄 夯 数 我 四 人 骨 征 有 过 如 下 的 区 近 者 示 : 


人 全 [1+OC-D]， 


bd 
5 Tray 一 /2 一 人 一生 -1L - 
Hs Cy oe 3 [i+-0¢2-)]，, 


这 而 式 子 是 省 :>0 时 荔 明 了 的 。 和 如 [113] 中 所 证, 利用 (50) 式 可 得 只 
寄 南 硬 数 的 并 近 表示 : 
<B6) . 一 y= [sos( 2— 名 于)+0G)| ， 
同样 , 当 # 守 0 时, 利用 62) 式 可 得 诸 伊 曼 丙 数 的 渐 近 表示 : 
(56) NY 过 [sin(z- 答 - 生 )+0G@-D]。. 
在 上 二 各 式 中 均 应 贞 2>0 及 根 吕 取 正 值 。 


现在 要 六 出 一 便 以 员 塞 鲜 画 数 表 示 谐 仍 蜗 画 数 的 公式 。 首 名, 着 
察 足 号 p 不 是 整 散 的 场合 。 泛 时 ,如 我 们 所 知 ，.( 坟 和 -pe) 是 方程 


sa0 党 街 数 芥 元 得 

《48) 的 十 个 弥 性 独立 的 拥 。 但 Vp( 办 麻 读 可 县 表示 篇 太 (人 和 (2 
的 季 特 结合 , 因 篇 我 们 已 多 如 轨 近 色 二 者 也 是 好 性 独立 的 解 ， 就 是 设 应 
沉 有 如 下 的 公式 ; 

C57) Top) = OW pl) TON, 2), 

其 中 0 和 是 待定 的 常数 公 艾 。 利 用 源 近 表示 式 G3) 和 和 性 介 可 篇 ? 


(+ 和- 罗 -aon( 一 生 - 汉 + 


+Casin{(z 一 生 一 下 ) 上 0(-D 上 Cs0CGD。 
”最 谷雨 项 精 加 仍 檀 是 OC》, 玖 得 ; | 
《53) oos(z 一 -和 妹 一 季 )=- 0aeos(z 一 环 一 于 ) 


Haon(-- 学 -条 Hoc 


由 此 比较 等 式 十 过 的 主要 项 就 可 淡定 常 昭 Ci 和 0 的 散 秆 。 实 六 


上 , 修 
们 一 codg 一 如; Oo=—sinp—As, 


其 中 A 和 4s 是 新 的 未 知 常数 。 代 和 大 (58) 式 得 : 
(等 - 们 -人 + 营 - 们 -Aco( 二 学 -对 - 


-4sin(z 一 企 - 于 ) OC-1) 


Pr EN dssin( 2— PE EN OC 
售 Aicos(: 可 下 ) 二 dasin ?一 “本 和 O(N, 


就 是 说 ,等 式 左 录 是 尝 期 篇 3m 的 届 期 酉 烘 , 临 2 十 oo 肝 其 极限 知 圭 ， 
由 此 立 剂 可 知 应 有 4:= 4s=0, 序 
Oi== co pr;} Om ~—sin pero 
代 和 大 (657) 式 解 出 和 V02) , 郎 得 用 只 塞 尔 瑞 数 表 示 纤 伊 曼 责 数 的 公 
或 ; ， ，  . 


拟 广 章 特殊 西数 2°1 


(69) ND) = J 2)G08 Pm — dy 四 


Sn PE 
和 谈 别 山 画 数 一 样 , 庄 伊 曼 国 昭 也 是 容 数 2 的 束 画 散 。 党 ? 不 等 
谎 整 数 畦 (59) 式 有 效 。 利 了 区 於 艺 数 时 (59) 式 中 的 分 母 等 於 零 。 介 由 
《8 ) 式 是 知 提 时 分 子 也 等 崔 堆 。 浊 宰 , 沉 p 乱 整 数 时 要 求人 (59) 式 的 值 ， 
我 们 必须 计算 一 个 未 定形 , 租 G9) 式 右 下 的 分 子 入 母 省 自前 於 多 徽 
办 ,然后 再 合 思 符 座 忒 炽 记 : 


AG Ost) 
op Cos Pr 一 — dp (2) Sin PE Dp 
CO PT loess 


次 榜 , 我 们 就 可 租 中 器 租 苞 玛 的 诗人 和 仇 号 国 芽 表 示 如 下 : 
60m NZ) = 332 一 (一 1 2 全 ] , 


b=n 


Nl2) = 


里 (6D 式 代 入 导轨 式 , 邹 得 六 具 赛 页 夯 数 表示 注 开 亩 夯 数 的 下 这 
(党 pp 非 整 烧 蛙 ): 
HD = J ple)e 一 由 2 


sin pr 


A 


Bin Pr 


CD 


出 地 立 齐 可 得 足 狐 且 关 一 个 答对 的 注 明 两 欧 数 之 浊 的 负 保 : 
G9) HG = HD); HG) = HEE), 

服 格 说 来 ,得 个 式 是 在 p 不 血肉 获 玫 的 假 容 下 证 明 的 。 但 因 (63) 
式 中 等 号 左右 两 泛 都 是 0 的 整 丙 喜 , 放 知 其 六 任何 p 此 成 站 。 堂 力 从 
整 吉 时 (6 了 D 式 的 分 子 和 分母 曾 等 从 需 。 各 前 求 各 求 定形 的 值 印 得 济 斑 
认 绒 数 p 一 的 县 式 。 

最 合 , 考察 足 屿 gp 一 22 二 二 的 场合 ,其 中 必 希 正 整 般 想 等 。 洪 了 


温 种 p 代入 决定 清国 的 (49) 式 , 肌 所 得 积分 符 吴 之 内 的 画 数 四 
食 全 平面 的 正 刚 夯 数 ,包含 = 土 1 在 汐 , 因 此 着 笛 分 的 数值 等 共和 寺 。 
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但 首 时 因子 卫 ( 训 一 P) 其 等 众 无 甸 大 , 故 (49) 式 失 了 意 闵 。 过 哮 , 我 全 
可 流放 用 [1 匀 中 的 (195) 和 《196) 式 。 一 最 而 险 , 过 十 展开 式 是 发 散 
的 ,但 如 我 们 所 县 ,他 们 在 形式 上 是 消 足 只 塞责 方程 的 。 不 过 在 目前 的 
情形 , 他 全 不 仅 收 伍 , 而 且 退 化 况 有 限 项 之 和 , 所 以 就 痊 我 们 一 个 谈 开 
南西 数 的 有 限 表示 式 。 本 及 足 厂 局 p= -2 二 二 的 销 一 个 着 开秤 夯 数 
局 例 : 


生计 


Ce a 
NN A 


或 


日 流 41 (2) 二 


/YD 
ZT Pr! 站 Dd 

由 此 立 列 知 道 所 有 当 应 於 2 1 的 项 部 等 内 于 , 故 得 : 

A 

(C63) HC) = Ye 2 受 ( nt!) 

辣 委 ,青玉 流 陪 站 电 有限: 

5 +1 | i 

(64》 Ha 加 S(T)mtD(). 


公式 (59) (6 和 (62) 阁 ,et 降 曾 成立。 注意 : C6 才 式 亦 


Rm DD m+ 有 D1( 亏 )， 


可 用 水 定 六 澳 开 从 画 数 ,党 p 一 号 一 时 ;由 于 式 和 (19),(2 了 证 式 可 
和 得; . 
HB CD) 一 


CI)me 一 计生) 人 信和 多 Sing 


i 字 元 ”和 臣 ” COa2 oaz ] 
(mn 如 ta Cy [ # 
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或 是 旨 :102)= CD 2 ES és sinz 一 cosz )， 
因此 最 德 可 以 窟 成 ; 

(65) Hn OCD" 2 | 和 <), 

完 爹 业 忆 的 可 得 : 


让 名 2 如 i 
G0) ad") 


(C63) 和 (C64) 十 式 亦 可 由 此 十 式 六 出 。 於 6 二 式 中 加 9 一 与 


i 3 让利 
用 
J = -sin zi 了 一 = 二 ss 
的 结果 ,可 得 : 
Ho i es; HP ot, 

昔 术 并 并 图 茵 数 易 十 一 刘 和 我 们 从 前 对 中 寄 大 画 歼 惟 明 过 的 类 似 
的 关公 。 兹 蛮 出 下 出 砷 个: 
dad” (HODN m_Horn(2) ， 

i)= (~ 了 hm Hern(?) 


(2d2)™ got 了 
od He (%) m 人 
CGE)=(-D 2 


SP Hes) 一 五 名 (区 十 再 po; 


2p He) = HE + HSL), 


注意 ; 由 人 信 的 定 瘟 训 知 党 妈 和 2: 篇 实数 蛤 .2 和 Wo 人 是 实 
散 : 而 号 六 (2 和 五 包 2 是 靶 酸 复数 。 
149. 足 旨 殉 整 吉 的 睹 伊 曙 丙 重 的 要 悦 式 ”党 壮 沈 林 数 诗 Jo(5 和 J-(5) 坟 疗 性 相 并 ， 


各 时 可 以 了 太吉 第 二 个 炊 性 揭 立 的 解 。 因 此 我 们 就 趣 得 到 在 全 平面 上 有 载 的 Wu(z] 的 
慑 曙 式 。 区 党 克 斯 的 一 般 理 境 知道 省 展 靖 式 中 除了 z 的 并 于 入 以 外 湿 要 乌 合 ]g 2 
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首先 起 网 由 共 醒 数 了 人 e) 柄 滥 作 公式 。 到 徐 人 二, 我 全 几 横 有 过 如 下 的 烛 用 员 煌 过 斯 笑 暑 
避嫌: | 


二 


rj :H(t (C=0.07...) 


其中 日 大 涡 拉 常 数 。 姑 [68] 中 所 知 、 我 们 可 以 帘 量 于 条 本 的 澳 数 淳 诸 像 对 有 限 邓 入 一 挫 。 
由 基 


Tiz) z= KE=1i ,5 二 六 上 
器 5=% 其 中 着 一 个 证 问 烤 ,党 
TO Li_o. 


Tir) 强 二 (Fs | = 


= 位 -二 (3 四 -二 sj 【ES ra) 


议 . 
Fm 1 ,i 下 on 
下 fa Ri na tl- Ce (2, 3) 
长 次, 国 T 了 一 tr 一 41, 训 
Pe 2 1 一 全 3 Bs 
(87) dr Fey GC— 人 | 1+#— Lt 1- 中 2, 8 


答 t 工 罗江 (二 = 区 PetD= ~0, 困 册 
三 工 一 
(CO8) rc (t=), 


现在 研究 党 1 等 淮 届 束 角 并 办 的 泌 会 。 我 们 知道 了 (9) 让 <= 一 私 一 莉 措 点 ,他 在 退 辐 
串 的 项 鼓 坊 “二 了 就 是 眶 ,在 <= -= 的 郑 近 有 如 下 的 属 虹 式 


Te) = Fon 二) 十-… 


nen) 
焉 
1 z+ 
Le Te 
由 到 立项 可 得 。 。… 
【各 的 | ={(—1)nl (n=0, 1, 2,.) 
[Ei 
-现在 记 昭 来 东 (60) 式 所 定 鹤 的 解 Ns(z) 的 展开 式 。 将 
fg 六 [一切 
Tp0) = (3) SPS) rrry 
萌 认 过 台 汪 敏和 好 ,得 : 


B+ T(E) (G76) 


[3 


第 坟 人 章 和 畦 态 型 带 2 


二- 一 芒 喜 pts) ~— {3 让 3 3) (Sr) 
熟知 行 是 p=n: 得 
dp | e375)+( 玉 了 2 G(s (fr) {=i+ E+ 
和 
Bd -yr 


EE 五所 -一 二 mrm 1 
dp | = 2 Te ( 二 六 大 上 过 ) (& Fn 四 
代 肥 名 站 趟 昔 麻 用 [60) 式 租 (69) 式 ,他 得 : 


《707 zaNn ls) =27, (153+0)- (3 ) 和 人 (人 ) 下 


一 (二 二 + 十 + (: ) St (a 


1 | | 1 1 po re 
HiTeIt tit tet+ + (次 > 1 
六 当下 二 立时 有 
T 站 区 《一 站 吧 1 
CD Nof2)=a7o(af Is 于 十 加 一 2 入 与 访 (3 y (4+E + +1), 


50， 灾 瘦 篇 入 虚数 的 场合 若 和.(2) 是 内 塞 隔 方 程 的 一 解 , 那 未 
我 们 知道 [II, 491 如 (4z) 是 方程 


dw ,1 dw 2 -各 ,0 
C72) de dz 和 5 


的 解 。 最 站 = 记 四 如) 是 方程 


《737 5 二 二 9 一 (1 EB)u=0 
的 解 。 
首先 取 名 (四 等 谎 J : 
， = (CC—Drird pt p+ 
TD = Ere 2) retry ($s) 。 


村 得 到 方程 (73) 的 解 ,他 党 p 乱 实 数量 *>0 里 取 实数 他 的 ,名 用 
常 鉴 和 -一 人 3 汪 上 面 所 寡 的 解 。 得 笛 我 们 就 得 天 方 程 (73) 的 下 面 
一 个 刀 : 


1 得 二 号 
- 一 pT 下 
《和 LY- 一 总 号 PC (§)” 。 
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西数 天 ak2) 也 是 方程 (73) 的 解 , 旦 当 忆 非 荡 数 时 五 (人 和 工人 (的 是 
方程 避 驴 的 坪 个 泛 竹 狂 立 的 解 。 
现在 车 取 如 (2) 等 共 亿 一 个 江天 泵 醒 数 , 则 再 以 一 常数 因子 季 之 ， 
可 得 如 下 的 方 全 473) 的 解 : 


C18) -ri His)。 
回 刁 (5) 式 ,可 租 上 式 改 富 篇 : 
一 1 .一 于 px 。 
C76) Fm” HEDY, 


天 用 (6 了 的 第 一 式 , 可 以 用 ITs( 罗 来 宪 示 EE,(z)。 宰 葵 上 ,由 天 式 
可 得 : 


EY)=— 了 Li 5006- 一 v-， Ciz) ， 


HTN PT 
再 由 个 少 香 : ， 4 
x 和 
有 (一 一 了 ae Re 
域 
CD) 本 ( 访 一 二 0 Ce 。 


功 数 到 ( 扩 和 本 (所 满足 的 关公 和 [148] 中 的 (59) 式 类 仆 , 花 式 
是 以 只 嘱 泵 郴 数 来 表示 线 伊 曼 画 数 的 。 | 

谍 用 (7 人 0 式 的 定 闵 和 足 号 需 整 煞 的 只 塞 尔 醒 散 的 性 毁 7-,(2) 一 
一 (一 DC 不 闪 答 明 
C78) 工人 = 了 Ce)。 

座 (77) 式 中 租 pyn, 淆 定 未 定形 的 豆 值 ,他 得 正 强 需 整 数 的 型 数 
玉 .(9) 的 表示 式 : 


Cr9) KO- [S|],。 


如 [12] 中 所 知 , 渐 近 有 公式 : 
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BPO D+odel-D)] 


省 一 wTs<argz<m 一 脖 盛 立 , 故 可 以 记 代 za 假 识 4 需 正 实 雪 且 
arg(i) 一 再 。 应 用 (7 友 式 可 得 党 z>>9 时 的 下 (2) 的 汤 近 来 示 : 


= io" 之 。 -OY 、 
或 
《80) Ey eltOGD)] (> 人 0， 


就 是 合 , 营 十 co 有 蛙 夯 数 世人 9) 恢 指 数 律 沽 少 。 

方程 人 3 常 在 理论 船 理 综 中 通 湖 , 其 时 方程 的 解 也 (2) 傅 卡 数 答 
沽 小 在 物理 问题 上 有 很 大 的 漆 上 内。 

有 时 信和 们 也 以 (从 表 我 们 班 在 的 两 数 cos pr E(x) 。 

若 在 方程 人 7 切中 改 五 得 他， 刚 知 画 娄 1,C87) 各 Re) 是 方 理 


dw 工 人 中 
GD + 二 0 
的 能 。 亿 和 们 是 铬 性 猫 羡 的 ,下 你 其 塞 局 方 答 的 亡 (2)》 和 万 人 (0 一 笠 。 

天 礁 员 塞 示 尚 歼 有 许多 的 末 。 例 各 在 P.O. 庚 西 昌 教 授 的 书 “ 上 内 塞 
和 刹 男 茹 "中 就 有 还 种 表 。 

”151， 和 车 分 表 了 水 ” 涡 坪 姑且 究 奢 丽 喜 的 计 包 性 闹 方 多 起 如 ,可 以 利用 搂 癸 我 信道 削 深 专 
于 出 来 授 的 积 区 江东 。 过 兴 尖 示 式 开 以 由 下 本 流 的 归 合 全, 简 委 滞 汐 放 法 信 台 是 由 已 有 的 
只 站 全 国 数 的 其 式 丁 站 堪 化 而 得 到 下 便 矣 匠 的 是 第 过程 梁 二, 在 (7) 直 沾 以 TREE ry 
的 路 粹 分 关东 17 们 代称 , 即 


1 .1 
Tptit+1) i 
上 中 下 在 在 训 于 害 护 让 革 内部 的 各 了 泣 。 丸 语 得 到 ? 
人 @ 和 沪 阴 克 向 米 洲 入 :理论 馈 理 方 科 。 
人 林 表 -并 着 的 腻 :更 给 志 二 各 为 法 。 


| TY 
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J yla) = Lt. 全 ‘ 一 ) “| er warn) df = 


1 a lk fa 
= -p+D -一 pa 一 中 
|r 全 (人 二 下 (下 dr 


局 最 馈 一 艇 数 委 一 致 上 收 敦 , 故 稿 牙 与 级 数 染 和 可 以 交 济 ， 妥 出 释 训 的 各, 得 : 


1 一 这 十 下 
TO Tar 
我 们 人 筷 直 得 琢 # 注 足 典 件 
(82) farg z| < 也 


旺 作 锚 换 + 一 工 zi， 则 得 : 
1 
(33) 古人 的 = 到 | 1 


其 中 种 生 路 炉 了 仍 可 取 及 前 的 贡 软 粮 路 P 。 公 式 (83) 保 工 开 茂 事 所 得 到 的 1370 学)。 
现在 和 独 路 ! 答 : 我 实 二 上 划 镶 的 下 党 , 曙 | 引 =1 和 上述 害 党 的 上 贱 。 藉 :二 ev 深入 新 

的 虱 数 。 风 积 委 迷路 [ 杰 稳 镶 路 00, 扣 国 74 所 示 。 而 前 数 J () 带 时 可 以 闪 示 篇 

(9 = er ho 


广 油 ; 粮 路 Co 上 所 有 讶 水 点 相 季 入 厂 限 
前 部 牙 可 以 任 囊 环形。 豆 得 汉 更 风 的 烙 果 汲 活 
把 沽 积 筋 再 化 一 步 。 如果 慨 识 名 如 加 74 所 东 ， 


-i , 。 则 做 世 一 多 一 了 0 多 可 害 其 地 党 成 避 一 步 号 -让 
sh(9 十 2 人)=sh9 不 髓 待 到 下 本 的 公式 (此 吉 
图 ?4 [148.): ” 
83} Jpte) 一 2 oatpp zn pdp— Sp ep shydgps, 
现在 再 求 形 式 各 人 35) 的 其 鲜 姓 玛 桂 盏 装 的 被 牙 形 示 。 
汕 用 (85) 式 和 和 下面 的 贿 荣 F148]: 
ds —J- 
二- a 2 
可 得 
FA pC} ct zz [eostpp —zain pdap— ahs 十 zsin gdp 
下 ev 中 9 人 一 cos pr [eors she dp 
巩 


fa3) Np(s = /sin Ci g ~ Poldyp — /tensor ?0S priertshr dno . 
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由 上 式 洪 (8 芒 式 可 以 求 斑 入 轩 宙 图 数 : 
Ha Tp TiN, (2; BHO) = J p(s) -tN p(s) 
的 税务 沾 孙 。 我 们 有 有: 


Hilirs = 十 | es nh ww—pit Tus 一 
ba a, ， 


(S87) 
HV) = — 二 je -hp tit, 

其 由 所 科 售 供 次 各 带 搂 ( 一 co) 和 {0, 十 8 科 及 (一 上) 和 (oo, 一 5 介 的 无 限 入 路。 出 解析 延 

所 的 飞 理 可 知 (35} 式 和 和 (87) 忒 对 任意 的 z 此 成 让， 


152. 潮 近 展 轩 式 澡 1zj 或 |p| 臣 大 时 科 用 前 一 段 所 得 的 积 攻 志 示 (8 拉 和 (的 ) 容 易 共 
得 圆柱 副 数 的 汗 近 素 东 。 


, 慢 
(88》 于 = 
避 得 古 囊 
(89) fl) eh ws 
局 :8 和 (87) 的 种 和 可 以 党 成 : 
(90) | eid 


现在 假使 浅 和 和 zz 郑 是 正 筑 数 , 然 亿 说 用 刘波 下 降 法 [78]。 
要 还 用 遵 何 方法 首先 放 须 陵 定 车 点 wo 的 位 置 ,全 是 由 性 体 
Te 一 ch tt 一 一 0 
所 决定 的 , 态 定 粮 足 
Tlsh 如一 点) 一 Js wo— £0); 
但 且 要 知 进 粹 路 名 ,C2 和 加 荐 下 贞 纤 形 候 画 数 (9 的 最 泪 钳 动 元 的 。 
我 们 芝 腿 #= 全 的 数 全 的 不 同 从 个 三 种 情形 来 研学 滨 疝 跟 
1. >1, P11 的 情形 。 
车 时 园 唤 是 4m= 士 %y 汪 焉 C>T 是 中 4= 二 的 解 。 征 通 堵 上 站 的 图 定 疮 下 将 方程 基 : 
oly v= 和 Rinveohwsvuoha,o {入 二 计 十 》 
温 些 量 认 于 标 赴 名 对 释 的 固定 铭 路 如 ?5 因 所 示 , 其 上 的 箭 瑚 右 启 表 示 了 的 实数 部 
从 如 (WW)] 减 几 的 方向 。 少 符 
EI o0gb 
易 知 若 巷 歌 取 竺 共 中 粮 Ci 03 和 9 篇 同 定 入 路 (一 上 一 0 BB (一品 一 可) 和 
(dy ai 五 )， 醒 曲 = 莫 大 圭 读 圆柱 通 娄 的 数 馆 自宅 点 痢 近 小 绒 迷 路 上 的 称号 沁 定 。 现 在 点 枉 
数 吾 吕 M#) 往 例 ,于 明 避 秆 司 和 的 呈 祝 清 形 。 改 避税 分 路 各 , 雁 粮 路口 代 巷 固定 粹 路 i 一 2， 
一 as 如 ?6 油 所 未 。 则 有 


7 

(92? 一 = 点 1 eyemn。 

过 

C09) <=( 二) 
` 他 串 #5 和 此 之 大 , 司 得 ， . 

(94) PsN 

这 重 : 在 [80] 的 讽 3 中 史 全 也 用 到 壮 得 包 件 。 

从 9) 各 (94) 式 可 得 

(0) srha= eats oh a yas ha 


El 
gh 
(98) C0 
过 两 式 于 在 以 堆 的 若 计 中 很 有 用 碟 。 
好 种 路 (92) 守成 下 列 五 个 各 共 之 和: 
《97) 大 Ra0) Ge 十 三 eof 和 arin dao 二 


+ 
+ 2 entui gap 十 | ot0) dip 。 


it mt 


水 由 第 二 个 秸 区 我 信 已 三 在 [8 中 中 讨论 池 。 现 在 来 恬 计 鞭 名 四 注 征 季 。 侣 此 ,者 冉 
98) Tw = BL =shioogu- wcha , 
在 医 陶 ~ ce <ua<k 一 4 一 8 中 + 我 的 有 : 

G0) = (ae) ED) BD 


~ Lentmie) -chai t+ate ~ erate 


< a [hietsy -chal ltrets|, i 必 障 #= 仿 
但 Caf) he 可 时 gs .< 


< -1 和 
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这 ohlate}—oha =- 呈 264 和 2 二 .> 中 < 十 区 4e2 一 
Esgh 汪 2 che > Bm cha 
”2 £ 名 ss shxr” 
烈 此 基 委 得 
Do) fo -diate| Ls, 
sha 
利用 十 不等式 可 得 
) 一 四 
{99) ” | 并 ET 二 | efi-ay SEE 9 


在 了 区间 一 光 十 ES ca v=0 中 我 们 有 : 
Wf = Ht oh 
flim=- techa-d = [ha-ehig—#)] 
fF-ated -toha-cha-sItu te -eo 
但 央 从 区 天 


全 04) = 失 一 00) 一 时 2 加 一 中 et - fa -和 tet+ 半 2 


= 一直) 。 


芝 tI- ehtia— = i 
>esnaf1- see > 和 a BE > » 
半 澳 我 信用 了 了 9 入 (968) 十 式 。 
谊 钱 笠 ; f(a ef a) 0. 35 衬 ota-ss Pa, 
利用 过 不 轩 式 可 诈 : 
(C100 [erm diw < erro 


看 合家 971) 中 最 钠 册 他 积分 , 注 间 
ff = 一 届 osba 站 


利用 用 本 式 =artthn= 4 中 时 + 于 地 
可 香 a)> cba 如 人 = 和 间 
惠 用 {9 吧 式 ,得 f(D > 


由 不 等 式 < > 显然 可 得 
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Hae 0a) 一 ee 


概 估 守 (97) 式 的 证 四 个 入 和 牙 ; 注 疙 在 区 区 #=%-8， D 妇 证 入 下 市 
Biwi) -cos shir—é)o 


Ea 
但 — 2 ， 
到 由 (9) 


ha- sha gchatea st_ ,, Bhoa~Eche Ey 
号 


如 上 这 ah ex 二 Sha 100 


部 aha—5)>2eha 。 因此 


B12 
这 Ere 
利用 笨 不 锋 式 昌 谎 : 四 


一 可 二 “Bay a 
S70) dw| [2 
[= ° < 台山 Ey 9 


Br) fa ~ 5 Bi< 天 -四 一 


(101) 


晤 被, 在 苞 间 立 一 5 如 呈 << cm 二 二 由 有 


Ti) = -shui—uohac 一 下 人 站 二 下 一 二 一 Na 


BE 
四 旧 对 (97) 式 中 星 付 一 咎 牙 可 作 如 下 的 估 栈 : 


—uchep 


‘rei 四 
f grtwi dy) < esf-a) © 


C10% 4 ' seh 


注意 : C16) 和 和 (10 和 的 估计 夫 易 再 禾 以 改 若 。 
现在 回 济 (92) 式 。 利 用 (37) 及 奈 等 式 (99), (100) , (101) 和 :C102) ， 我 们 答 


(103) Ba 1 二 入 ertwiduwt+ ol, 


其 中 


本 
(104) EE oor se en+( 4 于 名 F 


BN cha DY CD 区 A 
(103) 式 电 的 入 前 我 们 已 岁 让 [890] 忠 研 究 进 , 旺 旦 知道 入 可 内江 未 训 下 : 
+t ， 加 i pg Behso 
(105) | eT dos 一 "(3 上 ~- -#1- ss 人 二 zhe 中 + 
其 由 
my wha chao hi 区 
《109; lerl< 邱 二 (1 + 总 tsshia + + 人 a) ( 言 + 36 sl + ) 


志良 (03) 式 由 二 ww 可 知 贾 数 日 重光 5) 可 用 (10 四 式 的 有 这 来 共 示 ,得 基 市 的 路 限 收 入 


cr 十 on 其 市 过 谐 号 下 硬 的 你 件 : 


(07) |< 二 (5 时) 


Bahr Bher 
TG -N 
BN oha ° tay BN obo Bona + 


4.4 1 入 | 
1 (te) | 
圭 式 右 录 枉 易 全 社 。 篇 此 , 放 须 和 用 可 识 从 的 相 ) 式 洒 提 的 等 式 


(she 4 ona ww 
3 Nha 5? 

剂 用 导 等 式 可 灸 比 虐 (1067 和 (107) 责 式 碍 巡 的 大 小 。 壮 时 可 知 答 要 W3>S8 基 【108) 式 右 入 
的 训 什 就 大 衣 (107) 式 万 选 的 驯 征 。 国 此 当 下 六 8 陆 是 好 173) 的 表示 式 以 加 区 的 形式 了 中 的 
误差 可 击 (106) 式 的 第 二 项 次 定 。 往 前 :在 我 个 的 演算 中 狂人 锌 为 >8 利 


{108) sghayaroha) 
这 ,部 和 和 
(109) /pay 


相抵 -用 振 售 的 方法 订 包 等 出血 合 正 高 障 狼 而 小 的 项 。 我 全 的 县 丢 配 县 基 加 


{110Y Ho sy mw -i ent ro 二 fa 


He) i 和 stpareth$ eae — a) 


下 

CD J, (a < 去 了 pa ey), 

自 咎 人 
ao 


汪 级 瞧 对 其 任何 的 5 利多 家 下 政 敏 。 但 著 和 五 相 得 大 的 谢 , 导 才 他 的 后 起 先是 泛 新 减少 ， 
生来 就 时 始 增 机 。 狼 曼 1119) 常 应 在 闭 绚 沙 是 在 减 名 的 项 狼 埠 断 。 可 以 侠 明 刀 果 服 这 坷 方 
入 我 凯 弛 藤 (112), 剖 且 永 狠 式 

(113) me 

山 满足, 央 (111) 坏 所 澡 定 的 其 鹤 琴 曾 娄 的 渐 过 式 基 痊 惟 程 庶 人 益 保 留 着 的 季 接 一 项 的 族 性 。 


李 癌 洛 Watson, Treatise on the theory of Beasel fonctions 。 
仍 ” 广 意 : 诞 铸件 肠 览 > [2-5)316 叶 成 立 。 


Et 高 符 数 局 教 程 


扫 知 道 六 3 过 闻 时 上 且 关 香 下 数 的 蚂 雍 行径 ,可 以 利用 展开 式 


各 全 8 
HTc 了 ] F-Pt 


Pp 3p3 
a (pa 
在下 可 知 二 Bn 十" 


证 ?众生 卫 想 近 的 喜 位 斌 小 到 等 时 站 往 增 加 。 丰 (11D 和 Cl) 可知 轩 准 即 此 的 = 的 琶 拐 洪 
虹 丙 夯 数 上 兰 按 指 艇 律 拱 加 ,上 折 具 壮 国 冲 娄 期 往 幢 指 数 闪 小 才 ， 容 研 完 报 数 


BE Crdntp) 
nD 


的 此 狼 性 峙 上 渴 性 慷 持 中 在 月。 若 !o1< am” (0 于 站 ,天 当 n>p 奈 担 弛 各 常 收 艇 得 很 快 。 
马 . 二 一 1 ，% 和 1 的 情形 。 
现在 蕉 点 的 煤 标 是 wo 二 二 84, 其 中 cos 有 二 £ (8 中。 圈定 粮 路 由 下 列 汶 程 涛 浊 ; 
C114) chumnv=tv- Bcos 月 十 am 有 
ctw an so t+Aeoa tin B, 
他 从 明 误 举 授 烛 蚌 于 移 的 ,让 生 售 次 过 过 六 耻 士 6 和 <， 如 图 7 所 未 甘 申 入 了 度 所 指 
疫 孙 避 Lj(w)] 诚 生 的 方 团 。 


图 77 


车 了 仅 !87) 式 审 的 入 熙 汽 政 0 和 9 其 志 拓 党 接 ( 一 玫 ) 寂 (co 二 za 者 (一 中 ) 司 (co 下 
的 加 定 凯 粮 这 ) 和 5), 旧 湾 开 才 囊 就 风 开关 部 秀 就 其 让 锌 由 二 应 的 潮 近 呈 路 上 的 稀 牙 。 绸 
此 可 知 丽 莹 贿 鲜 畏 鼓 的 数值 比 扯 向 的 和 癌 坊 。 络 而 到 得 到 负数 J plz) 的 新 二 考 寺 就 手 虱 施 
行 基 他 的 计生 ,让 席 利用 起 式 
Tp ERED 4 HE)] 


好 了 。 要 得 到 省 息 洒 还 公式 仿 可 用 晤 过 下 隆 庄 。 渤 浏 昵 其 疾 果 ,六 开 崔 岂 : 


{nts) ~ Gaijen 
(115) dH IY ~ /三 ed- 0 


TD eos T+ ssinp )y 
其 由 
{116) = pa QC) =01 hd 


二 89 一 力 a 加 
出 一 ? Pareths 开 


, 


到 车 (si 务 坡 获 (112}。 可 识 匣 
(117) Mpeg 到 sf 
有 在 Gs 久 和 名 的 扩 虹 式 中 忒 你 人 镜 那 宇 弃 基 计 内 统 尖 尘 的 束 , 则 让 (115}) 式 中 器 范 丰 天 摧 
失 往 薄 的 申 秒 一 千 癌 亲 值 。 态 具 藻 5 区划 !1165 中 前 二 式 可 化 篇 -2 中 已 有 的 源 近 或 。 
现在 假 未 Gy 如 和 和 04 的 民 西 式 中 裕 你 但 第 一 项, 但 注 密 党 9 PP 赎 成 立 下 而 的 于 伺 
猴 式 


高 TT 
四 0 to 和 
站 A rotg BLD BE 
可 轩 !115) 式 得 由 : 
7 Pe x 
Hn(7) ~ 
1 
_ me 
(I15) Hm Ee -2), 


了 1 
( TD 二 os (:- 爷 -至 9 


8 pe 的 情 六。 

再 主将 歼 布 痔 烈 的 位 轩 可 以 由 章 峡 种 入 说 肚 志 ?而 失 。 逼 际 斌 吾 和 居中 私人 符 绪 ， 洛 
若 卫 定 嵌 路 圾 敬 革 依 妆 恋 翻 得 径 快 。 张 多 贡 地 ， 因 外 议 件 C19) 不 成 辫 , 所 以 伦 神 的 计算 者 
类 效 了 。 

于. 和. 知 殉 加 院士 首 光 有 基 枕 惠 研 民 党 峰 件 
(119) TT |p P21 
成 立时 具 竹 者 辣 开 的 渐 天 东 式 。 现 定 我 朱 以 本 妆 如 名) 需 击 代 迁 他 的 本 方 洁 


首 8. 委 ,党 这 ， 忆 密 贸 加 娄 的 芒 - 一 浙 近 汉 示 。 训 4H. 1934， 宛 二 第 三 期, pp. 中 -99。 
B- 上 . 富 克 。 现 久 电 球 尖 爷 上 无 炉 波 的 榨 半 。 
BA, 篇 克 。 堵 时 肖 数 梁 。 


有 36 当 上 教 兴 数 给 
车 在 个 站 的 第 一 式 中 履 吕 巷 (一 萎 ) ,期 得 
了 三 1 = 3 Ww WW 
{120) a=aj h wtpy ps 
共 中 厂 寻 路 粮 C 束 摘 (一 ,一 x 让 和 (十 0】。 
(12 和 人) 式 巾 禾 积 牙 栈 数 的 铀 点 和 原点 极 第 接近 ， 周 定 糠 路 可 纤 形 篇 划 下 的 糠 路: 人 
(一 到 ,一 闻 z 消 直 乏 mr (fo = 一生 到 网 一 -8 然后 论 wi 消 昨 稼 汉 穆 目 , 最 蕉 从 蛛 基 


沿 正装 辅 到 (-so)。 沿 慎 笠 补 好 路 贸 隙 着 突 报 串 中 钱 的 增加 琴 拨 就 很 央 地 扰 少 。 二 钳 , 积分 
《ta0) 的 主 值 就 由 原点 将 过 的 小 假 租 足 .上 的 丢 耸 潜 定 。 愉 1; 中 地 小 段 镶 路。 我 们 有 有: 


C191) Eg) = Desoto do-kws (2, p)], 
| 


其 店 避 s 全 PY) 的 戏 值 可 用 >1 里 的 办法 球 司 放 。 省 4 花 大 时 wt 的 信 小 得 可 以 息 略 趟 外。 
[3 


(122) pa 

动 焉 和 大 另 一 秆 妇 锅 数 

{128) (EY), 

则 得 

吉 

cm ee 


注意 : 上 式 右 先 的 展开 式 在 二 上 收 豆 得 很 局 
要 求 H(z) 的 渐 泊 公 式 , 可 牌 {126) 式 从 大 (181)sR。 生 嵌 , 沿 二 的 铬 务 驶 可 窜 成 ' 


一 四 1 ts - 
(120) (#) [fs ” 5ar- 而 (全 ) [mm vart.|, 
# 
寺中 笋 估 基 小 的 符 须 略 盎 求 窜 。 注 意 : 上 式 中 的 工 , 是 由 妃 拉 { 三) (一 了 了 卫 一 "让 : 多 原 娄 
的 关 疗 属 和 巡 凋 中 由 呈 《2 )s 的 省 狠 耻 所 址 成 。 
二 煞 , 六 了 需 中 齐名 arg f= 等 和 正 宇 朝 扩 成 的 往 跨 。 大 是 (186) 式 让 的 第 一 个 入 分 
[i 


ET 一 也 tr 于 Pd 
[ 台 2 e sar-| se Sdrs 
E rn 五 


二 和 


局 样 ,其 由 的 第 二 傈 写 牙 志 是 如 此 。 
寿 踏 了 中 不 赢 惧 工 。 的 部 分 { 训 篇 了 = 工 o). 上 的 种 台 容 吻合 放 ) 芭 ?的 数 候 入 大 蛙 放 秸 伟 
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移 束 值 小 笃 可 且 息 暗 趟 计 。 因 站 内 :和 1 时 136) 式 于 的 简 苍 次 时 上 上: 可 可 碟 了 工 环 管 代 。 茜 
且 我 们 就 得 到 间 下 的 淋 反 公式 : 


om 
(128Y wlt) =Js) Far 


印 B, 外, 密 珊 所 研究 通 的 坡 里 机 发 。 当 让 栈 数 已 在 现 残 的 芳 千 出 来 了 。 基 从 , 注 次: 可 得 到 
(9 起 出 济 鲜 项 的 估 记 公式 环 不 用 共 。 喇 利 计 算 可 仿 二 前 用 六 的 知 计 方法 去 做 。 

[80j 中 的 恒 题 成 及 本 段 的 材料 都 是 工 . HH. 咎 得 拉 申 教授 所 窒 的 。 

I53. 具 守 柄 秦 北 各 拉 普 拉 斯 方 往 ” 拥 决 理论 物理 掌中 的 问题 娃 
常 遗 到 内 罕 曾 方程 。 由 长篇 幅 的 限制 我 们 不 能 张 翻 研究 只 塞 尔 画 数 的 
睫 用 。 现 在 荆 钱 过 一 些 联网 只 塞责 方程 奥 埋 阶 物 理 记 的 请 基本 方程 的 
重要 事实 。 

人 千 从 控 普 拉 斯 厂 程 并 姑 。 我 们 从 前 研究 过 在 球 兴 稳 下 的 近 普 抗 捧 
沪 各 ,站 由 此 履 出 球 西数 。 同 样 , 窟 出 转 柱 坐标 下 的 拉 普 拉 斯 方 栓 东 ， 
亚 应 用 分 本 现 数 的 方法 ,就 可 得 由 只 塞 泵 西数 环 。 

回 柱 坐标 下 的 拉 普 拉 斯 方程 答 : 


ar am la FU 
Bp Pap 了 Ep TP -0。 


犁 在 娶 求 过 方程 的 形式 如 
U= Rp)ECp) ZC) 
的 人 解 , 其 中 第 一 个 是 p 的 图 数 , 售 二 竹 是 9 的 贡 上 , 第 三 个 是 2 的 还 粗 。 
钰 天 广 各 中 ,人 然 息 分 些 罗 数 ,可 得 : 
[ pe] GB ENG) 
on dp ,1 qd ce 0 


让 
革 式 左 芒 贷 二 和 第 三 项 中 徐 本 的 分 式 神 应 等 内 常数 , 因 人 篇 自 扩散 
只 在 前 一 务 式 趾 出现; 各 p 在 徐 一 分 让 中 出 现 。 现 在 好 别 分 提出 血 分 
二 峰 亦 常数 (一 2 和 0 , 涯 末 就 得 浏 如 下 的 三 情 六 程式 ; 


2323 可 等 党 只 孝 稳 
Erg Fp B=0; ZO-LL=0; 
a 7 2 
oR 人 +BspR =0 
op PR (Cp) RP) + hipRlp) 


B'(p)+T Bp) + (Rp) =0。 

落 训 假发 常数 和 者 全 等 稚 卉 。 由 上 列 前 两 方程 可 往 

Sp) = 攻 Bp) nb 
了 Ce) 一- es 。 

最 后, 由 第 三 刁 房 程 可 得 (6 让 ,其 中 儿 ( 人 是 大 教 篇 2 的 贞 塞 页 
方程 的 枉 一 和解 。 如 和 窝 得 到 香 值 的 解 , 剧 应 取 yp 需 整 数 %。 

二 样 ,我 们 就 得 到 如 下 形式 的 近 普 拉 斯 方程 的 侯 ; 
C129) ein noi OT ho) + CoNn Ckp)1, 
其 中 是 任意 整数 ,篇 任意 常数 。 

车 上 =0, 项 代 赫 ZC =e** 顾 有 多) =1 或 2D) =z 而 第 三 方程 
的 解 知 ED 一 pt 。 若 8=0 有 出 廊 填 和 (q) 一 和 4+Bg。 闪 p=%=0, 天 
DD)=0+DIgp。 党 %=0 了 时 民 9) 的 解 成 篇 
C180) erm2EOi Chp) + Oa NoChp)], 
壮 解 遇 角 刻 ” 逢 并。， 当 研究 有 光大 四 的 质量 的 势 硬 数 时 鞍 种 解 标 仍 既 
要 。 如 果 我 全 想得到 当 pe=0 时 需 有 限 的 解 ;, 出 衣 (130 泸 中 同和 时 Cs 二 中 
徐 有 是 得 到 如 下 形式 的 解 : 
(C131) oT ko), 

瑟 洒 个 示 葡 朱 斯 方程 的 钱 可 以 得到 解 十, 他 在 牛 模 玲 西 吉 的 理 黎 中 有 兰 基 本 的 且 当 性 。 
饼 刘 就 京 , 即 成 立 
(198y Fete Toatepy a = os = (>0), 
带 忆 子 在 势 卫 束 的 穆 验 中 有 汶 多 的 说 用 。 溉 谨 明 她 ,可 占 和 用 (42) 式 前 稚 ; 
-ke (DJ = 和 | ee vd gp, 


网 放 天 入 季 , 径 : 
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fe Jolkp) d= 赵 | [2 sia a 
9 TI-s Ls tp In Png 


i Ts 1 
束 [emeoaz= 寺 户 Tang Pe 
虐 盯 [57 的 方 洁 第 出 二 式 右 思 的 积 和 ,部 得 1182) 式 。 
车 以 常数 (一 和 2) 代替 常 骨 (十) 有 et 生 政司 cosj 肥 和 sin fz, 而 
AE 和 和 NEO) 牙 答 了 Pp) 入 ,Cp)。 


154. 国 柱 浴 扰 下 的 溉 动 方程 现在 考察 波动 方程 : 


(128) Se gr AU, 
北 中 4U= 1 Fr [号 
我 从 要求 慎 方 程 的 形式 旭 
[9341 1 一 ee yy 2) 
的 解 - 
代 太 1833) 式 , 得 到 六 所 满足 的 方程 
《185) 4 大 二 要 天 =0， 
其 中 
(136) 有 二 上 。 


方程 (135) 有 时 水 焰 公 类 姆 营 素 方程 。 若 取 迁 方程 的 任何 ~- 解 代入 
《134) 式 ,分 出 实数 部 分 , 刚 得 波动 方程 的 实 解 ,由 於 和 阴间 有 了 关 的 多 故 ， 
怨 瑚 示 频 率 需 % 的 赤 和 松动 。 在 贷 别 的 情形 下 过 解 也 可 以 雪 示 对 波 ， 
而 在 别 的 情形 又 可 以 才 示 传 旺 泪 . 首先 ,在 最 简单 的 情形 下 来 解释 过 些 
概念 。 例 如 , 若 取 条 征 (134) 篇 e'sin hm， 出 其 实数 部 分 coscotsin ha 
次 定 一 蛙 流 。 辕 样 由 生 积 "coshs 亦 可 得 一 性 波 。 如 果 我 俏 取 乘 杆 
ce 则 其 实数 部 分 cosCfz 一 吉 ) 决定 一 正 荡 波 ,他 以 速度 于 沿 车 
了 珊 的 方向 传播 。 党 应 用 只 赛 俩 瑞 数 时 J,(hp) 与 和 N.Chp) 和 oos 入 与 
sin hx 四 党 而 五 WP) 愉 刀 0) 和 人 一 后 相当 。 
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问 双 方程 C18 让, 知 思 加 柱 坐 标 下 的 拉 普 拉 白 到 算 子 ; 亚 就 广 暴 Zz 
扰 关 [II, 178] : 

Fr lar, 1 Pr 

Bp pp pp gp 

从 前 我 们 已 轻 用 分 雌 杰 数 的 办 法 解 通过 称 方 程 , 花 何 其 解 具 形式 


Zip)sin8g， 其 中 所 (D 蚌 内 数 篇 的 姑 光 本 方程 的 全 一 解 。 


属 p=% 坑 整数 , 央 得 第 秆 的 解 。 若 取 和 Up) 答 贞 塞 锁 画 数 , 则 所 


+ =0。 


| kp) Oa ng 


Sn np? 
其 窒 烧 部 分 Cos wt eh, Chp) on ng 


决定 一 路 波 。 者 取 卫 篇 饥 个 潮 痕 鲜 阔 昨 , 别 闪 漠 开 二 而 数 当 p 其 大 
肝 的 渐 近 用 示 式 中 取 其 销 - 一 项 ,可 得 如 下 的 靳 过 表示 : 
eHR) = A Eo), 
就 是 诅 , 有 -一 俩 您 限 这 不 的 伟 表 法 ,其 位 由 可 在 扰 限 站 有 瞻 决定 。 六 从 各 
辆 射 原理 的 话 第 一 个 因子 就 床 取 第 二 个 江天 请 夯 数 , 因 仿 由 江天 山 沿 
数 的 入 近 表示 式 我 们 有 如 下 的 谢 近 符 式 : 
et 《8 一 人 [LOCo-D1。 
现在 再 大 函数 了 与 坐标 :有 关上 时 的 - 般 情 形 。 汪 时 方 各 (185) 具 


元 下 的 形式 [II 119]: 


工 中 27 1 3 十 33 
p ap、 op P2 op De 


我 们 看 求 形 式 篇 


+ 0 


V=R 人 Ep) ZE) 
的 解 。 
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应 用 通常 的 分 肉 灵 此 的 方法 得 到 方程 的 解 篇 ; 
《137》 BV BR pe sin po ， 
其 中 22( 纺 是 具 塞 陆 方 程 的 纸 -- 解 。 置 太一 = 入 亚信 p=n 需 正 整 
斤 , 则 此 里 解 需 军 依 , 我 们 有 : 
(188) TOT ns 和 (139) HPOPe Rs nse 

第 一 个 解 当 p==9 蛙 篇 有 限 ,决定 一 驻 波 。 第 二 个 解 满 足 幅 射 原理 ， 
省 振动 发 生 的 区 钴 是 包 合 堤 P=0 的 圆柱 之 肉 的 一 部 分 时 我 们 通 溃 用 
第 一 类 佣 , 而 党 振 雳 装 生 的 区 城 是 在 加 性 的 外 部 时 其 用 第 二 类 解 。 在 
凝 射 疝 题 中 膛 常 用 到 多 值 解 , 其 妆 讼 的 2 不 是 整数 。 

现在 考 闪 一 个 特殊 形式 的 问 里 。 方 程 (135) 显 热 布 一 盟 sk? 二 elhr te ce 届 ei 当 之 
位 解 fpre0， 估 表示 洪 将 互 由 储 播 的 入 敌 乎 面 波 。 代 就 证 笠 遂 波 瘟 不 在 诸 个 襟 网 中 存 
在 , 配 臣 在 图 杜 p=4 的 外 部 存在 , 章 且 在 次 一 性 上 诛 访 挟 志 值 铬 件 : 
Vea0 ( 定 P=0)。 

要 巷道 各 值 往 什 浇 中 ,我们 腺 正在 方程 (135) 的 解 sr 上 丕 活 圳 各 方向 的 另 一 解 【由 埠 射 的 
结果 所 撞 的 附加 客 摇 ), 他 蛤 牙 诺 是 否 射 愿 班 , 蛋 旦 是 单 值 的 。 认 住 上 国 上 所属 鸭 以 及 基本 启 虹 
? 乱 关 的 字 突 ,用 提 数 两 数 代 符 三 角 前 雍 , 我 们 现在 要 菲 求 避 种 形式 的 附加 解 ;他 十 种 多 六 床 
就 二 记 的 钥 (189) 的 尹 性 蒜 合 : 


十 四 
C140) Ban (hp) etre 。 p>0) 


圳 晤 ,让 要 用 兆 储 人 馈 洋 来 流放 部 并 好 了 。 后 亿 人 了) 式 , 舍 其 中 ef < 二 KP, 期 可 将 
已 竹 的 基本 艇 寅 疲 : 


L341 Tp ha so 芭 章 时 [ED 
pe 
贡 造 值 锐 件 腑 有 


Lv 


R= 


适 榜 ,我 信访 求 得 冀 研 各 的 值 仿 : 


a 十 四 
Si Eo) em sy = 
RR eh ED) 


dnt 
Sr 一 -i bo 


面 间 是 的 坊 钱 附 葵 赂 基 : 


> te nk 
Ye- 区 HN 2 * (> 
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十 述 同 照 在 党 沿 波 其 座 艇 典 及 图 性 悦 体 的 焰 就 的 一 些 尾 别 情形 中 有 了 鹿 用 。 其 中 所 笃 到 
般 鼓 枉 在 波 若 进 长 的 妨 台 有 有 实用 的 恒利 。 

仁 吉 动 等 乎 曾 流 的 弹射 浊 膀 的 解 和 图 膀 可 动 司 是 的 解 巧 一目 有 起 的 事 CI[, 178]。 首 光 ， 
注 隔 在 刚直 看 通 的 平 硬 该 的 弹射 兰 题 中 天 是 已 栓 的 〔 让 迁 坟 的 焉 的 信和 兰 呈 淡定 )， 而 在 加 了 腊 
猎 蔓 向 题 让 他 宙 迄 和 值 馈 件 次 定 ， 大 绊 庙 曾 胚 中 昭 别 江 的 傈 数 田 温 值 典 件 议定 , 疝 让 图 腊 所 
仙 的 问题 中 尾 轩 式 的 保 数 则 由 和 娃 锋 伯 , 旭 党 ?二 0 栈 的 振动 情 泊 所 决定 。 在 模 仙 间 题 申 找 
忆 根 本 就 肖 有 和 站 包 件 ,办 人 印 我 们 前 不 研 宅 具有 性 管 彻 樵 竹 揪 的 一 般 禄 射 向 是 , 而 策 豚 党 捧 
有 已 未 颍 玲 必 的 更 成 正 怠 晤 糠 条 幸 。 


1 区 球 符 可 下 的 波动 方程 ”现在 考 痔 在 球 和 坐标 下 的 方程 41385)。 
误 时 他 共有 形式 : 


pr 2 9F 9 
5 二 二 -4 F=0。 
我 们 了 要求 通常 形式 的 解 : 
(149) pf OFC, 9)。 
代 太 二 程 , 扰 熏 分 上 见 瓜 艇 ,得 
FY) 2 FY 1 MV, 9), 
+ + bt, 
其 中 diY 由 [38] 的 (7]) 式 所 定 床 。 汪 楼 ,我 们 就 得 到 下 面 十 和 个 太 程 * 
C1483) dFY +AP 0 
有利 
C144) PFFPO FP ) 0 =0。 


方程 (143) 和 我 们 研究 球 东 散 时 所 得 到 的 是 一 样 的 。 假 设 解 知音 
值 束 和 镇 ,得 莘 常 数 和 的 可 能 值 : 
和 A 二 扩 ( 和 十 了》， n=0, 1, 2, ~) 
和 委 习 效应 的 方程 (143) 的 解 朗 通 党 的 球 苹 粗 了 ,C9, gp)。 方程 (144) 可 
点 收 寅 篇 
G5) DTANTE DY =0。 


夭 王 式 狂 大 另 一 未 知 夯 震 EC”) 到 代入 10): 
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代 天 (14 辣 式 , 得 到 且 ,C7) 所 满足 的 方程 : 
| nt) | 
RC) + LR #0) R=0, 


因此 知道 及. 中 是 各 ,Ch7)， 其中 如 ,3 (7) 是 容 数 篇 9 一 » 十 二 的 只 
密 谢 方程 的 解 。 由 C149) 式 得 
C146) py nCO, Pp)o (n=0, 1, 2, 人 


注意 : 我 们 现在 所 温 到 的 只 守 本 方程 刚好 是 他 的 佣 可 以 表示 岂 初 
等 面 数 的 有 限 形 式 的 情形 。 和 前 一 段 一 把 , 解 如 C087) 的 园 取 傈 由 问 
题 中 的 物理 休 件 所 决定 。 通 常 我 们 考察 下 列 三 俩 丙 数 : 


和 YE ONO; HY EN); 
(147) 
加 (=f 训 3(0)== 吉 区 C0) 4+)]， 


其 中 常数 因子 y/ 亿 休 因 便 利 计算 而 添上 的 。 特 别 ,党 n=0 叶 由 [ld8] 
的 公式 本 得 : 
Sp) = 一 = 


? wotp) 一 2 


与 和 角度 gq 兵 关 和 
1 Cer) 
2 1 从 
— Pleos DD, 
党 n=0 肚 有 
Zkr) 
vr ? 


要 得 到 基本 方程 (133) 的 解 , 我 们 坦克 训 用 e+, 或 是 用 cosaat 
和 sino 水 筷 C146) 式 ,其 中 心 愉 之 章 存 在 辣 保 《136) 。 若 诅 


4 商 天 数 学 吉 种 


U=7 了 TQ Veey 9 有， 代 大 (139) 式 , 二 用 分 此 释 数 的 方法 可 得 六 所 注 
足 的 方程 答 (18D ,而 TOC) 所 满足 的 万 程 乱 

TH + RP =0, (mak 6) 
温 棕 ,所 得 到 的 与 1 有关 的 基本 方程 的 解 仍 篇 (134)。 直 到 现在 我 们 者 
假设 (或 避 ) 不 等 散 窜 。 营 一 0, 虽 床 到 了 (的 一 4 十 形 , 而 已 所 猎 足 
的 就 有 是 拉 普 入 斯 方程 4V 一 0 。 泛 科 , 我 们 还 是 得 玛 氏 蕊 如 
(148) (A BT p) 
的 解 。 亿 们 应 该 加 入 C14) 一 起 去 。 


过 敲 , 和 前 一 除 圆 往 灶 机 的 情形 一 榜 , 也 可 内 逐一 下 具有 已 输 的 渴 般 利和 姑 喀 件 的 于 内 
瞩 港 问 置 的 解答 ,同样 ,过 有 在 西 波 天 从 球 的 税 身 间 题 的 解答 。 


首 几 , 银 珊 我 们 要 求法 吉方 程 : 
{149) 和 oa 4 
的 解 要 满足 翻 始 幅 件 : 
(159) Dir, b, @); 加 | =fa(r, 0, p) reo) 
和 过 值 赚 件 : 
(181) i =0, 


加 到 (140) ,部 仁 沼 "一 0 时 解 入 有 限 的 要 求 ， 我 们 到 如, (6) 等 座 7 Cr) 有 省 
已 孝 时 用 选 值 宗 件 : 


(152 2 =0 枉 了 1 (ha) 9kaJ! (ka)=0 
2) 芭 ~ fp + Ht 
来 决定 上 。 

玉玲 我 例 民 淫 方程 的 正 慨 骨 


ki) {m=0, 1, 2, + 
斌 外 ,党 站 二 0 时 馆 (148) 了 世 消 是 名 值 个 件 并 61)。 接 脐 各 时 次 的 方 江 我 们 购 苇 从 如 下 形 
苔 的 解 : 
《159) 吕 =4 十 Be 之 己 je， Peos ek Wit FHCE, sinaki? |x 
J 名 i 
x 
败 I 下 玖 就 造 要 用 配 如 锋 件 (150) 羔 尖 定 % 并 的 际遇 到 了 人 人， 9) 和 了 了 N90, 8}。 苇 
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时 诗意 坟 各 1159) 布 和 我 例 侍 [133] 申 所 届 绕 通 的 方程 相同 的 形式 , 因此 利用 已 赛 贸 装 就 的 
下 变性 我 们 不 右 洪 色 上 远 的 车 画 数 。 洋 朝 科 算 不 多 腿 了 。 

现在 网 到 和 等 平 而 波 图 抢 球 着 了 =4 的 樟 射 问题 , 复试 是 由 方 径 【149) 的 绑 ef ef 所 
锥 志 的 ,这 和 值 镍 体征 


在 自前 的 情况 下 , 汽 仿 慨 如 道 波 是 浴 世 轴 媒 所 凋 者 的 。 在 球 出 税 之 下 , 民 管 (141) 式 刚 
市 :; 
(154) eihz =elir eo ess SF Con Lin yatkr) Pa(cos ts 


Ha 


其 中 Pa 人 2) 基 勒 上 特 人 项 式 。 导 公式 的 锥 明生 咯 。 按 昭 琐 射 原理 ,我们 儿 求 形式 如 
156 Ean hr) Pa ood) 

= 必 
的 附加 复 手 。 


背 奏 钥 an 可 出 下 面 迪 媒人 忻 决定 :两 解 (英和 包容 (15 四 的 各 党 ?= 了 赂 给 要 可 , 调 此 可 香 


ont et ha tha) 
Rea) 


ar 二 一 


III 埃 顶 密 脱 多 项 式 和 拉 蓄 琐 多 项 式 


i756. 入 振子 与 埃 阔 密 脱 多 烦 式 “已 知 舒 留 本 董 方 程 答 
六 
Bn MT EB-P Y=0, 


现在 候 届 西数 仅 和 2 有关, 支 葬 数 由 公式 了 = 过 所 定 蒜 ， 


他 妆 应 蕉 弹性 力 j= 一 各 的 情形 。 还 样 , 我 全 就 得 到 如 下 形式 的 万 租 : 
A 
Bn das 
兴 数 也 的 值 赔 由 溃 样 的 休 件 决定 : 序 方 程 的 解 磋 在 长 个 受 疝 一 oc < < 
< 十 co 中 篇 有 限 。 引 逃 两 俏 新 的 常数 


(1) mn ha, Ca> 0) 


其 中 心 基 已 章 的 ,而 和 其 联 阁 数 卫 的 位 已 而 代 之 。 方 程 现 在 可 凡 
收视 成: 


十 ( 百 - 避 加 由 一 D， 


249 商 竺 数 想 就 各 


(33 dy a0 , 


fans 
汪 稳 性 方程 以 w=~=oo 篇 韭 正则 奇 黑 点 。 下 面 我 们 蛋 乱 照 [105] 中 
的 办 法 去 做 , 郎 茎 


he Y 
而 画 散 w(2) 度 恕 洗 沁 定 , 使 得 在 微分 万 竹中 20) 的 傈 茹 不 含 地 。 微 
分 山 , 然 德 代 人 方程 42 ), 得 到 uw(w) 的 方程 篇 : 
ww) ea) Co) + Lo Ce) Fw) dh er) = 0, 
要 免除 一 aww? 各- 项 可 但 


am 一 一 至 oa， 

浊 裹 取 负 败 的 目的 是 要 在 2% 玉 土 oo 峙 得 弹 究 沽 (阻尼 }。 汪 禄 ,就 有 
(8) ho) 0 wz)， 

其 中 (C2) 满足 方程 

(4) 4 一 2az Ta 0 


者 关 适 党 导 择 的 套数 的 散 值 但 方程 有 多项式 的 儿 , 那 未 尖 脖 
vv) 壮 然 就 在 扰 限 过 成 导演 ,从 而 就 满足 已 定 的 滔 值 条 他。 因此 ;我 
们 现在 要 来 求 方 程 (4 ?的 多 项 式 解 。 卉 进 新 的 自 效 数 

EE=~N or 
届 代 &, 识 是 有 
Qs 1 dw, dm _ dw 


UE Vad’ dd de 
代 信 方程 (4 ), 得 到 4 所 满足 的 方程 
a dw /XN 
(5) 3 tel)u=0。 
名 是 浊 方 程 的 等 此 同 , 故 可 求 渤 方程 的 震 很 败 形 式 的 直 ; 


本 
W= a 
KE=D 
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潜 茧 和 汗 十 保志 m 和 Qi 是 任 辣 的。 代入 方程 (5) ,得 到 逐步 决定 族 俊 数 
的 斋 尿 式 : 


《用 十 2 全 十 gdz 一 2RG 十 (2-1) Tr=0y 


直 是 


2 一 (公开 
《6) Wr FTF (EF=0, 1, 29,..) 


现在 往 时 上 桂 隆 能 答 涪 汪 次 多 项 式 的 解 。 优 起 由 人 条件 


之 一 1=2n， 
还 定 礁 吉 》,， 
《7 1) 2 一 (2m 十 ao 
计时 证 (6 ) 式 相册 可 得 
《8 ) Dire a= te= "0, 


若 % 篇 偶 数 , 刚 家 41=0 和 000。 由 (6) 式 朗 得 01=t8 一 as 一 … 
一 0, 而 所 有 足 赎 篇 偶数 的 傈 数 和 从 oo 起 到 o 篇 止 神 不 等 亢 需 ,但 由 
(8), 其 甬 的 也 吉 等 徐 稼 。 若 n 坑 奇 敦 , 则 睫 反 通 来 表 ao 一 0 出 1 天 0 
运 御 ,我 们 就 得 济 了 多 项 式 的 解 ,而 (7 ) 式 决定 多 应 的 套数 的 特 徽 
什 。 赃 这些 特 答 值 代 太 方程 (5), 记 所 得 的 多 项 式 解 篇 已 oh 期 到 的 
所 满足 的 微分 廊 程 雹 


C9) EC EH tom HCE) 0 
由 (3 ) 式 得 到 当 应 的 画 数 
(10) h(E€),。 


多 项 式 也 (四 通常 称 般 堪 锁 密 股 和 多项式 ,而 山 数 (10) 称 篇 埃 坪 害 
及 图 数 。 

稀 方 程 <2) 中 的 自如 数 x 改 答 6, 名 答 埃 二 密 脱 责 籼 所 满足 的 汶 
物 : 


2 高 你 名 滨 数 程 


GD E+) 0 《各 -+ 


本 
现在 汶 出 块 狼 害 有 虞 多项式 所 满足 的 一 个 和 销 单 的 公式 。 需 4=6， 
从 而 一 一 25v。 铂 分 过 等 式 (n 十 二 次 , 麻 用 莱 伯 尼 读 天 座 习 积 的 微分 
公式 ,得 


VHD 一 有 ED nt Qo 
或 
(19) vn 二 v= 0, 
引进 另 一 两 数 天 的 一 ea oo 我 们 埠 明 但 请 中 方程 (9)。 画 昭 
下 ) 旺 然 起 的 次 名 项 式 : 
《13) EK,(é) = 0。 


往 2?=e-n 正 .( 引 代入 方程 (1 多, 即 知 天 人 请 足 方 程 (8 )。 

因此 ,除了 一 -个 常 钥 因子 以 旬 , 堪 坪 密 股 多 项 式 办 本 上 典 上 wl 符合。 
注意 :方程 469) 的 第 二 个 解 直 能 是 和 多项式, 园 需 这 方程 以 上 = ce 篇 非 
正则 奇 旱 蓝 。 若 娶 司 最 商 次 项 的 公 数 篇 正 , 可 以 用 常 襄 因 子 《 一 了 D" 弛 
(13)。 而 定 施 块 山 密 险 多 项 式 般 : 

(14) = De ee), 
最 初 三 个 埃 而 密 脱 多 项 式 侩 : 
Ht) = 1; HE) = 人 6; Bs(A = de?—2。 

一 般 , 帝 4 需 相 工时 五,.( 牛 证 合 2 的 偶数 客 , 赏 % 壤 奇 几时 书信 
医 含 上 的 坷 数 恬 。 过 事实 出 前 面 当 定 傈 数 的 方 兴 容 易 知 道 。 由 (144) 式 
知道 多 项 式 吾 .(e) 中 最 高 次 项 各 的 傈 数 癸 臣 2 因 篇 微 秃 (一 上 得 到 
《一 2 站 ?的 穆 故 。 

可 证 际 了 顽 尔 密 腹 奋 散 已 外 没有 方程 (63 ) 的 其 他 的 解 诡 足 本 段 忠 
所 让 的 瀑 值 休 任 ,性 期 从 略 。 

157， 正 灾 性 痪 ”考察 十 全 不 同 的 埃 震 密 腊 西 由 出 (和 二， 
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光 怜 他们 成 立 : 
E+) bh) =0 
和 (一生 (9=0。 


也 (于 第 一 个 方程 , Ye 于 第 一 个 方程 ,要 减 , 然 镜 在 区 并 
《一 co， 十 oo) 上 征 分 , 即 等 直 尔 密 晚 本 昭 的 正 交 性 ; 


C15) (pa e=0, (n¥m) 
或 由 (10) 有 
C18) [CAGL ACGL (nm) 


沪 棕 我 们 没 , 志 六 密 股 多项式 在 区 阅 (一 oo 十 oo) 中 急 下 变 , 其 稳 入 

2 。 澳 在 计算 党 一 m 时 鞭 分 (16) 的 值 。 直 (14) 式 的 定 诸 , 可 富 : 
n= ena (DA Sa, 

行 分 部 积分 ,得 


OE DAC 


CD Hey ad-1(e**) a 


OE 
种 分 出 来 的 项 是 -4 和 多项式 的 乘积 , 放 上 党 5 一 土 co 降 其 值 篇 堆 。 
长 镇 施行 分 部 梢 分 (* 一 1) 式 , 可 得 : 
n=- [Ho a, 
因 多 了 看 式 ( 台 的 最 高 次 项 保 数 篇 2", 故 


| "ege, 


f= 二 


f=—% 


最 熏 申 [IT, 78] 得 
(7) n=) er HA = nT 


260 机 3 副 棕 收 程 


可 愉 作 一 个 和 各 里 实 狼 数 村 人 的 披 照 由 辣 窗 忱 多 项 式 居 别 的 报 均 , 局 各 我 们 在 [138]q 
本 勒 上 捧 多 项 式 人 能 了 的 一 柑 。 世 在 征 叶 我 衣 隐 以 伍 媒 苞 较 ( 一 se 二 2) 我 普 有 限 工 河 《一 1 
二 。 硅 东区 网 店 诬 眼 式 的 形式 知 : 
(18) f= En En), 
四 这 下 st) 的 正 交 性 和 (17) 式 的 匿 录 ,上 上 式 市 的 保 散 
(19) sgt en Btea。 
当 维 要 民 肛 式 (18) 能 成 立 , 丽 数 (5) 岂 希 满足 一 些 赃 件 。 

1538， 母 画 数 音 G4) 式 中 e2” 的 于 前 数 风 用 勾 屎 公式 六 个 雪 池 

篇 路 重 分 ,可 徊 


eH-D" 2 0 
其 中 如 是 环 柳 :=# 区 黑 的 任意 单 朋 曲 猴 。 由 
ZE + 
总和 下 另 一 积分 杰 山 上 以 代 z。 完 成 积分 中 的 变 疝 名 换 愉 和 合 若 物 直 等 式 
十 兆 的 翁 因 子 ,得 


击 TH 0) = mg |, 全 2 
其 中 是 吾 樟 库 吕 的 单 用 车 各 。 由 衣 公式 立刻 知道 过 1 如 人 十 画 数 
(20) Ett 


病 灵 t 的 赛 克 芝 导 展 病 式 中 # 的 傈 散 。 就 是 说 , 医 数 (20) 是 埃 向 密 股 
多项式 上 用 57 亏 药 了 以 熏 的 母 画 数 : 


(2 Dy 6 Hy 六 


贬 式 子 鹤 吻 得 到 一旦 类 稍 交 服 乡 项 区 所 请 的 基本 中 傈 。 岗 从 
微分 (21) 式 ,得 


e+ 人 一 全 南 HA 
记 = 昌 


去 章 ” 圣 丈 闲 整 951 


或 三 也 (on SH He, 
比 负 + 的 同 早 各 项 的 傈 数 , 得 至 天保 
(22) H.Cé) =—2nH,1(6)o 


更 在 期 岭 1 微 分 C2) 式 
Et (2 — 2 二 总 
二 j 


nm 1 1 t He! 


或 

Ey (A 各 呈 汪 可 ne Sor CE 
市 此 洱 比 较 保 地 :得 到 另 一 关 保 式 : 
(23) Hn =2£ FH,(0 —2n Bt 


最 德 , 决 定 埃 请 密 腹 多 项 式 中 的 常数 项 , 印 瑟 ,(0)。 营 nn 需 琳 就 从 
其 稍 刁 然 篇 辟 , 因 篇 过 时 块 尔 密 股 针 项 式 故 合 上 的 奇数 窒 的 项 。 党 n 
篇 渴 数 办 ,首先 ,有 B000) =1。 再 在 C23) 式 中 全 % 一 1, $=0, 得 

HD) = —2H(0) = —2。 

同样 ,在 汪 式 中 置 %=3, £=0, 得 

HAO)= —2.3H00) — 2.1.3。 
其 次 , 澡 n~=6 和 &=0 时 得 
He = -9.1.8. 
一 般 
(C34) Has(O0) = C— D2:.1.8.5...(0n 一 的 。 

温 要 注意 : 如果 闹 (1 几 式 诡 用 若干 次 的 叶 队 定理, 栽 们 可 册 广 陆 
Hn 的 所 有 的 喜 引 都 是 裤 的 ,上 且 瑟 不 相同 。 在 [102] 中 我 人 合用 完全 
与 此 类 俱 的 方 渤 证 明 Pl2) 的 所 有 的 堵 点 瓦 不 相同, 县 都 在 区 淘 ( 一 1， 
十 四 之 中 。 

有 些 恬 中 的 埃 潭 窗 股 多 项 式 的 定义 奥 我 个 上 而 所 说 的 不 同 , 他 他 
定 谣 壶 贸 窗 股 多 项 式 篇 


= 一 -一 - 


3 高 等 数 各 数 入 


及 (和 = 涉 让 六 人。 
荐 定 闵 和 C14) 式 中 的 酥 有 常数 因子 的 不 向 ,一 在 多 项 式 的 前 面 ,一 
在 绕 数 & 的 前 面 。 
159， 抛物 牧 坐 柱 黄 埃 胡 密 涂 而 数 ” 注 党 在 波动 方程 


2 , a2 ,13 
(25) 本 + 全 二 00 


让 多数 变换 的 一 个 特别 情形 ， 引 进 新 的 网 散 二 却 9 点 代 赵 工 和 Y, 鼻 
完 其 且 的 句 换 傈 由 十 式 所 决定 : 
+g= 0 = ps, Dt, DD, C=t+i) 
共 中 于 忆 是 复 饮 数 的 正则 画 数 。 按 照 审 合 萝 数 的 微分 规则 ,可 得 
3U_9U 2g aU aby, 3U_3U 3p ,95 a 
FE ay mg hd 
» TT 则 ST7 芭 
及 + 
2U Fp ,20 Pw 
Br Ry er 
3T7 EE 3 3 
+ 
,30 Sp ,20 oy 


十 


ar By Py 
条 用 勾 犀 歼 鳃 方程 
2 
2 2an’ Oy Act? 


六 六 9 内 和 W 作 本 是 站 方 和 的 训 窒 , 

-于 (加 GD 

或 og (要 ， FE) OP 
考察 一 个 特别 宵 形 


LE 


i 25 


FO EF) FOOEt 


或 9, DC WE PD- 


新 的 坐标 六 E01 和 nm 一 03 在 (习作 平 面 上 上 是 抛物 多 132， 国 攻 
浙 的 华 概 笑称 个 愧 物 粮 些 标 。 按 上 法 在 波 上 是 方程 中 完成 多 据 慨 
熏 , 得 : 


SE +S + O00, 


改 在 新 的 坐标 系统 下 方程 4350) 改 竺 : 


末了 3 
C28) Ca 
os En 
现 宪 要 找 泛 请 息 的 形式 站 
到 一 (0 [ny 


的 租 , 其 中 了 (#) 栈 是 的 画 数 ,而 车 (9) 腑 是 4 的 形 融 。 
代入 (2 的 式 , 然 征 分 潍 猎 数 , 得 


RIE) pam ED pam 
EU HTD Ee 


田地 喜 泌 丽 边 部 条 竺 共同 一 个 常 部 ,我 们 亲 过 常数 篇 ( 一 人 9。 带 司 ,就 得 到 下 列 坏 方程: 
XE BY) TE)=0; 
YA PY EM Uo 

加 尽 堪 青 密 股 而 芝 洲 中 方程 (11), 邵 : 


(27) 


28) ph) (ant 1 Dn 0, 
到 请 足 盆 式 : 

- 号 Qt 
(29) . 他 af 和 一 E 2 Hitt) = 【一 二) 人 下 了》 EE 


考 哇 [25) 的 争 一 个 万 程 , 田 打 二 ~ 语 寺 引 过 新 的 钱 数 红 肉 代 5E。 放 吓 


如 7 
让 =~ 证 Ber 下 基地 


人 入 方程 (27) ,得 型 方程 
(30) (0 


:二 
着 由 下 江 决 定常 数 有 : 
= C21 


2 帝 等 数 学 获 怒 


共 巾 基 正 束 授 或 老 , 姑 方 稳 (30) 缮 入 方 各 (38) 。 因此 攻 基 的 变 册 碟 人 澡 车 ， 可 到 本 雪 公 
泌 角 密 胖 池 数 : 


- 量 
Han palti) = “再 
或 普 , 回 到 老 的 碰 数 :, 得 


,二 On nC O00 a, (FE), 
共 中 G4 是 任 资 灌 数 。 
用 同 嵌 的 方法 对 村 (27) 的 贡 二 个 方 程 。 引 和 进 及 = 和 这 了 及 信人 我 全 霜 以 担 过 六 二 个 
方程 纪 辟 成 (28) 的 形式 , 道 且 琶 多 Br 也 是 ~ 说 的 。 何 草 老 的 灵 鼓 ,得 


ye Do rl) = Dre FH GV) 。 
进 牺 ,我 傅 就 得 副 方 程 (25; 的 无 限 李 人 昼 月 ,其 形式 如 
C31) Un= A pn 党 及 。 (n=0, 1, 2, *") 
省 些 饼 议 一 先例 的 压 融 条 硫 ， 得 回 柱 举 栋 下 的 县 岂 胃 本 就 的 情形 机 狂人 答 。 和 琐 囊 一样， 
我 们 地 可 县 做 电 划 漠 胃 阶 可 喜 祖 党 的 本 禾 来 , 痊 可 茹 此 解决 朋 瞧 揽 物 福 曾 移 简 射 册 上 。 


160， 贰 蔷 负 多项式 在 [115] 中 我 们 求 方 程 


【32] 了 gy Hg8 一 1 一 地 和 +my=0 
的 解 而 得 到 广 闲 勤 获 裔 多 项 式 。 


册 硅 35 的 42185 219) 和 0232) 许 式 可 知 若 下 取 散 值 一 n, 央 方 
程 人 2 有 9 丈 多 项 式 的 解 ,各 解 恰 需 勤 羡 页 多 项 式 ,其 小 示 式 如 下 ， 


(23) 人 -ore 
落 样 , 勤 鞭 锁 多 项 式 是 方程 
(34 “4 娩 + (+1) Yengy,=0 


的 解 ,其 中 8 常 殴 得 大 贡 一 1 的 帘 赂 。 

加 机 (82) 中 的 自 变 数 xz 医 和 疝 和 色相 六 一 个 常数 因子 ,由 站 可 知 各 
和 白色 败 的 基本 开 妈 甘井 篇 C0, 十 coo)。 商 车 半 多项式 答 块 和希 窗 险 多 项 式 
完全 相关 优 , 诈 是 他 个 的 基本 区 侦 不 是 (一 co, 十 co) 和 而 是 人 0. 十 cc)。 与 
捷 逢 害 只 夯 数 类 般 , [115] 的 (216) 式 定 闵 了 勒 竹 羡 丙 其 ; 


算 关 音 ” 竺 浆 画 数 3 


(C85) OP TE LEI 

SY 
G6) 襄 上 器 |]+(%- 人 -各 )*-0 
的 解 ,其 中 


(37) 入 = sl 


好 常 , 凑 易 性 出 过 些 画 数 的 正 迹 性 : 
{88) [op wu wdr=0, Cm mn) 
或 由 (835) 有 
(39) Fee) QP dr=0, Cm n) 
渴 在 要 计算 当 mr 一 % 肝 筷 分 (3 外 的 数值。 由 勒 董 震 多 项 式 的 定义 


让 


1.= eer) =| 0 
施行 分 部 积分 ,得 
On Ere) | fda) ere ao, 
和 埃 病 审 腕 多 项 式 的 情形 一 栋 , 积 分 出 求 的 项 等 其 需 。 施 行 多 浆 分 缉 
积分 以 钱 ,可 得 
LCD" ee dro 


Ce thre) dp o 


但 下 9 5) 是 ni 与 多 项 式 Ga) 中 最 高 六 项 保 卜 的 乘积 ， 应 
用 六 伯 尼 可 到 芭 黄 式 让 的 于 政 , 易 兄 注 最 贡 关 项 的 台数 等 闪 (一 示 ， 
因此 
| 站 ea， 
网 届 面 多 了 (2) 的 定义 ; 知 
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(40) 一 ertQ (don! T+n+). 

和 埃 锁 密 陪 多 项 式 的 情形 一 榜 , 也 可 以 考察 任意 画 散 Fe) 在 区 间 
(0, 十 o0) 中 按照 勒 鞭 南 多 项 式 展开 的 极 数 。 

现在 要 瑞 求 勤 莹 前 多 项 式 的 母 丁 表 。 洁 3) 式 中 国 梁 zte 的 
te 除 首 类 兢 用 名 性 公式 ,可 得 : 


十 此 pp 一 于 
ve = | 


Bnd) Ce 
其 中 ,是 更 弹 :=z 于 上 的 小 的 闭 称 路。 注意 : 西数 z+%0~ 篇 全 平面 
正则 ,但 车 3 非 整数 ,期 及 一 0 篇 式 点 。 引 造 另 一 重 分 网 喜 上 以 代 2: 


一 多 .对 
i TT 


代 大 积分 之 中 , 然 惩 网 去 等 式 南 过 的 me 一, 得 
1 oyu} 1 
nT Qo) ~ Br? UD Fr? 
其 中 加 人 融入 0 的 小 的 散 丫 路 。 
由 此 可 知已 -Qs :ew) 是 画 数 


十 史 > 


-站 1 
4 1 —°1 
接 + 的 办 展 开 般 变 克 劳 脐 破 铅 了 财 六 | 部 
(41) 5 总， 


1 [a 全 
(I 于 = 辫 襄 Qa) o 


由 避 翁 式 容易 游 出 惑 盖 坪 多 贷 式 所 满足 的 一 些 简 单 的 国保 式 。 交 
礁 2 微分 (41) 式 的 两 漫 ,得 


Se 5 
-eT oT 3 一 名 而 


+11 nr 1 doe Do n 
或 - Qs (oe Dy Tar 


比较 六 的 傈 数 , 等 : 
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(42) SO) nb), 
穹 全 泗 代 的 前 於 i 微分 (4D 式 的 十 六 ,可 得 天保 式 
{43) XQ = Cn SQ DC) — Qar)o 
最 熏 , 若 及 (一 促 深 (4 了 D 式 的 两 兆 , 则 可 得 团 保 式 
人 与 QE — QF Cm — nC) 


大 们 有 了 时 常 代 粹 多 项 式 Q81(2) 而 考察 多 项 江 汪 - PC) o 


沽 (33) 涉 厄 用 若干 次 的 软 克 定 理 ,可 以 宁 阴 er 人 的 所 有 的 等 器 
冯 是 互 不 相同 的 质数 , 旦 位 冷 区 稍 (0,， 十 ce) 的 内 部 。 
161 块 四 兴 没 多 项 式 生 烤 划 负 多项式 太 的 中 各 块 古 出 多 多 项 式 可 以 务 吕 区 队 弛 项 式 


外 i) 的 日 地 表示 出 玉 。 医 85= -于 味 So 是 方 竹 
5 syn 1 yn 

(45Y Te +( 计 ~) 和 m= 

的 解 。 藉 公式 z= 如 引 浊 新 的 色 数 世代 必 , 由 此 
人 其 )= 苇 Ce 革 
2 3 

民 太 态 径 (4 ,得 
Cyn_ 时 
{40 ee -2 0 


这 悦 ;(46) 式 就 和 为 程 (9 ) 符 合 , 如 果 在 (9 J ”和 需 2n 的 酷 。 我 他 已 多 贡 表 方程 () 
的 第 二 个 解 示 会 晨光 顶 式 ,因此 训 具 背 定 0 (69) 除 一 常 缚 因子 类 与 Es) 特命 ;部 
Hont£) = 0 OF (19) 。 

要 决定 澡 台 0 可 及 比 较 上 交 好 式 卫 浊 最 高 光 项 的 保 艇 。 如 [158] 申 所 知 , 镶 式 志 边 航 
最 高 次 项 保 并 篇 32a， 而 由 [180] 知 警 或 吉 址 的 最 高 次 项 保 均 蕉 於 (一 Da Cu 。 因 此 05= 
二 (一 #921, 故 每 
(47) Hon{é#)=(— 1)" 2 OF C89) 。 

现在 小 出 隔 抢 an (的 天 但 的 公式 。 夯 娄 2 (7) 注 是 广 程 : 
开放 行 鲁 换 zx 二 站 , 部 得 ; 

0 


千 幢 gn 一 sn 是 浴 男 一 本 知 消 数 mm 其 大 营 yn 。 明基 微 基 迁 册 他 式 ,代入 方程 申 ， 
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得 到 z 所 请 是 的 方程 


-2 na) Do 


己方 程 丘 (9 ) 芯 符合 ,车 玖 简 着 之 中 的 nn 篇 (23% 十 科 。 由 访 . 上 的 演算 立 谢 再 稳 ' 
Honnatt) =Dn6 QR 自 
比 轿 玛 南 次 请 指 仁 骆 , 得 = 【一 Ta 224l 岗 蚌 


(48) Ho (d= (— Dn ots gH Ce) 。 
162， 换 泵 密 胖 多 项 式 的 新 镍 记 示 “ 埃 谓 寄 虞 卫 数 
{409) Ya ei Aro) (De (oT" ) 
满 是 方程 []): 
(50) 0 
考察 呈 迪 息 个 数 的 傅 形 。 之 时 有 
(81) Ea C0) dn 1 bat) = , 
副 氏 ,由 (2 和) 武 乳 及 在 wtz) 是 2 的 少 项 址 的 事实 可 得 如 下 的 和 的 舍 名 : 
(C12) Yan (0) ={— D241:8.6. (an 1); pn(0) = 


当 % 熙 大 及 可 慕 方 程 全 1) 与 和 好 怪 件 (62) 竺 到 埃 明 密 陪 第 顷 式 的 商 近 荡 示 。 首 先 , 园 
乙 太 程 
{563) #2y = (2) 
和 鸭 解 在 “= 油 是 币 始 代 控 拓 们 二 YY (0) 二 0D 着 其 形式 加 [D283 
54) y= 二 人 fain Ele— ud o 


著 肉 玉 烈 税 寻 赚 件 代 堪 盎 寸 的 等 初始 眉 性 : 
C56 yD =a; yO) = 五， 
介 呐 认 多 民 必 之 镜 骨 加 一 个 淇 是 彻 始 锋 性 (6 的 塞 次 方 如 的 解 , 骸 镜 好 可 得 到 消 吓 知 寻 峰 任 
局 吕 的 太 种 (69) 的 解 , 其 形式 如 下 : 


人 本 Y= coshw 二 站 in Ex + [fDin bts), 


词 到 方程 (01) ， 迁 他 改 窟 管 ， 
phn (C2) TF dn TD) ya) = pan (rt) 。 
现在 到 = 了 ttl fz) 二 wyon(z), 才 由 (56) 式 构 : 
(BY) far (2) = yan Ocogv I Te apr wt fon (HW) gin AR {wm— Wh) do 
可 以 惟 明 党 1 其 大 千 上 式 右 种 第 一 友基 而 喜 yzr (2%) 的 主要 部 午 。， 沉 此 ,可 谣 4>0 蝴 
估 娃 等 武 右 遵 的 再 车 。 麻 用 在 安 可 夫 斯 基 不 等 式 此 (173 趟 前 医 果 ,可 得 ; 


筑 六 章鱼 殊 霄 教 


人 Wan CH Ein di 二 1 (zr wau| EE 


< ya tn a 了 wd ein Br TFT (wt de 


< 
代 碟 (5) 式 ; 得 


tr § 
Won {2} = on {0)eoa TF Lo Se ~ eg 


~ ~ dail 


nt) 
共 中 Bntz) 是 的 一 数 , 注 足 作 件 
. —1<8H9) 1, 
苯 yeat0) 括 出 ,于 竺 他 的 焉 和 示 式 《52)， 创 得 : 


A nT 间 


{88) on) = YantD) [os nl a Gn- D5 


浴 容 省 式 中 负 (z) 外 面 的 因子: 


小 EE 元 二 i pr ET 
VE Tanol) VB IB-6.tr—1)" 


3 
若 时 T= Jin Bz, 


请 如 上 I，1001] 中 所 天 
eh ed 
nn 可 
了 22 一 区 
th Tn 
位 是 产 妈 知 递 Fontl< Tons By 
on{2n— 2) 1 全 
i 0 3 
号 下 1 王储 一 入- 全 


殉 | Ci 洛 。 


移 卫 | EE 学 三 
因此 庆 焉 6otz) 的 揉 孝 个 


~ 十 开 2 
VE mr” TT 4， 


其 中 0 本 1 于 去 小 苓 1 的 鸭子 ,可 肚 上 式 泥 成 


其 申 0< 碟 <1。 代入 (58) 式 ,如 得 足 号 坊 如 数 的 埃 哥 逢 陪 了 李 的 潜 近 湛 示 : 


200 高 起 数 的 数 可 


vans) =ya(0) [eos THTT s+ tT | 
其 作 一 I 志 榴 (7) < 十 1。 轩 此, 对 准 已 宕 的 全 阁 饥民 二 加 蛙 方 括 吓 下 的 第 二 项 朴 照 合 贺 。 
上 局 知 二 >0 的 由 制 显 铬 是 不 必要 的 。 实 加 天 于 a 亲 得 是 发 仿 谷 六 的 二 页 等 让 学 开 式 的 二 
近 纺 东 : 
Ho = (Dnanele eben 2 De [eosv TrTT 2+0( B=)], 
寻 是 蓝 篇 奇 琢 肝 光 标 可 得 
Ho (om) = (Da B19 1) Dn Te "finv T+0(5e)], 


在 游 式 子 申 0( 池 元) 江东 一 个 数 旦 , 党 二 侨 限 增加 时 心志 (7 ) 需 有 限 ,让 加 = 恬 
创 在 他 的 释 则 图 的 桂 何 有 限 区 尚之 中 。 注 党; 在 三 骨 列 高 的 符 球 之 下 我 剂 可 避让 他 总 的 
~ 和 二 9% 篇 自 多 数 ,其 由 是 已 输 的 实 鼓 ， 鹤 陈 上 ,我 他 有 


GOS 4 十 了 一 GOs 4 二 下属 二 


二 i ~ a 一 4 十 [ Fj 


Er 
号 


如 训 开 可 
in PetT 4 ito sin ,St ~ 
当 号 fw 骨 丽 干 这 十 ww nF 


若 蜡 制 x 加 有 限 星 辣 之 内 , 期 等 式 有 肖 的 梁祝 题 然 徐 0( -= )， 因 此 我 们 可 以 用 


oawy RB 十 光 了 民 装 cosw 4 十 Tx 守 丰 法 面 数 的 情形 也 蚌 一 树 、 乔 用 以 上 的 计算, 起; 刘 渤 
可 避 拒 利 齿 项 D( 7 ) 更 加 估计 得 精 路 一 起 


163. 过 上 圣 多 项 式 的 崭 拓 襄 示 用 完全 类 人 的 方 洪 可 以 于 出 营 全 莫大 用 区 的 上 特 多 看守 
的 浙 近 并 示 。 避 多 项 式 薄 足 簿 牙 方 程 : 
(1 -i Pr (rT) 一 中 有 人 人) TNR PT) 一 
枯 王 一 cosf 吕 地 国 数 上 以 伐 了 ， 又 碎 而 数 
(9;) = Pr(co8t) 或 Patcos) = 
代 乱 耳 nt) 亿 天 前 方程 , 疡 得 加 (所 满足 的 方程: 
1 


一 --- 1 oa2s 


] 
mt [nt D+ Es jet =0, 
并 可 改 贰 短 : DF (nt) = lt) o 


所 在 的 世间 一 1《x< 十 1 沽 也 擒 0C1434。 邻 到 1= 训 篇 嫂 值 ,他 到 江 共 2 二 0, 老 窒 


am 


旺 跌 篇 光孝 的 情形 
(G0) wntt) +(2a 二 二 ng 区 一 一 
园 链 全 9) 式 及 


你 关 章 ”和 畦 殊 酌 鼓 2061 


1 
Tne 


Paf0 一 (一 1 me Pint0)=0 


的 事实 , 即 香 co (9) 扩 膨 游 呈 的 和 冶 院 件 : 
C61) ve) Dl (EE)=0。 
潜 壬 率 方 程 人 0 市 竺 独 右 浊 站 质 , 则 碾 得 寄 立 方 吉 的 一 裔 和 对 估 3 
(63) Caeos( an 十 二 tO sinf2n 十 二 。 
知 此 小 耻 Ci 和 Co 使 上 式 满足 局 件 (61): 


Cicogf ar 十 二 ) 要 -Cs sin(2n 十 二) 到 一 eax( 三) 


一 Cosinf sn 十 于 冯 十 人 cos(2n + ) 攻 = 0, 
束 昌 公式 togfn8 十 P) 二 (一 "oogP 和 Bin(na 十 P) 二 (一 DD"einep 可 改 这 入 ! 


人 co 十 cy ein 区 一 C— 1)n ean( 到 让 一 Casin 开 十 Coocs 工 一 0 


答 原 从 一 加 二 扎营 ta 王 j= (—l)r von( 委 jsin 竺 ， 
从 及 162) 式 ,得 (一 Dwoa( 各)oos|(2n+ 去 -至 上。 
因此 知道 在 彻 站 局 件 (41 之 卡 方程 (B0) 的 裔 基 : 
(68》 oo 人 的 一 (一 DJwean( 冯 jeos|l(an 十 二 让 -于 |- 
-nb | mak San) sin( an 十 je- Wt 
名 


其 中 履 识 DD&z<1 及 0<tg 吾 。 注意 , 半 训 我 位 用 到 旨 下 的 事 沉 : 定 利 始 饼 御 从 呈 =2e)= 0 
之 让 方程 贞 罗 的 解 仍 贪 和 5 和 , 伍 积 生 的 下 也 礁 政 篇 4。1II, 中] 。 
考 峙 (6 区 式 在 迁 的 各 因 ,利用 i69) 式 可 得 : 


yn = | Ta asin( 2n 十 到) (fw) Pontcos wu)v Binw du 
铀 此 朵 用 布 蔚 可 天 类 站 不 千 民 : 


i Se) 和 
Ein <] 1 on au|， Prosw) sin uw dws 
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国 i ， 

帮 造 第 一 个 稿 愉 小 巷 {ggrs =Bt0), 
坟 申 BLD 当主 已 笠 时 有 一 定 的 太 限 束 信 ， 间 窜 0<a<tg 吕 际 BD 全 下 避 , 进 竟 & 是 已 挫 
秽 正 训 。 筑 二 仿 积 入 小 衣 

Paoos wsinu du P(t) dre TT a 

导 样 ,我 汐 就 得 到 如 下 的 基 吞 ; 
- 上 -和 
[Ean < TT 
起 中 rm 并 志 把 月, 且 当 0<r<1--# 卫 往 有 异 ,# 是 人 寿 注 已 输 正 粗 。 民 天 (03) 式 径 : 

Pon (=O—1) "vo eog an 1 + 一 下 二 -YE 
(Od) 

全 申 (0 党 042<1~# 且 名 所 队 域 大 时 名 有 界 。 麻 用 (8 了 ) 式 的 千 果 , 香 : 


ven (二 和 1) je 人 ent k- 芋 上 + 


| a 
ln 1) dn 1)3 
潭 用 上 一 魏 申 葵 明 源 的 趟 繁 式 : 


名 
Tr Cn 1 ~ 


。 8 一， 1 rr] 1255ET 8 
可 得 or 人 = 车 王 jeos[(an 二 二) 至 |。 ET 和 


ee 


黄巾 82) 和 WC%) 基 二 的 锚 数 , 当 0S2<1-5 且 ? 力 限 增 大 时 篇 有 给。 以 上 济 研 算 乱 基 歼 
我 铅 温 可 以 答 寺 十 栈 数 世 让 钢 更 糖 落 的 佑 对 。 


~ /BFT ， 


最 钱 , 册 (69) 式 可 得 : 
(8 对 Pan {co t) = 了 feos| (2m+ 41) of 让 
完全 类 代 的 , 当 是 号 得 奇数 时 有 : 
0 


其 上 的 蒜 喇 窗 擒 弟 数 值 = 一 cog # 地 能 成 立 。 其 趾 0 二] 代表 一 个 数量, 售 攻 + 位 内 靶 
加 -THe<a<i-s 之 内 而 = 双 机 = 颖 中 地 丘 限 增 大 时 ， 对 税 20[ 过) 仍 雹 有 有 愉 。 过 站 * 
是 贷 任 意 小 的 轿 定 正 数 。 

我 全 可 忆 把 上 列 式 子 富 成 更 笠 章 的 形式 。 敌 出, 利用 区 力 斯 公式 [7 打 
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CT st re bb 
lm n° 


中 TB) pa ja 
中 此 可 得: lm 和 
YB (28 1) A 加 [Ey 
™ i st 
起 中 各 0 沼 po 。 上 上 式 杀 : 


Ln(2n ol) ji 人 
Bd NR Em 


省 此 可 志 改 富 (64) 式 篇 : 


Pont Co 站 一 es i J oogl (2 3 | 三 到 上 -~ 王 | 
到 扒 提 5) 臣 并 有 有 晤 亿 的 改 改 。 昂 用 对 任何 是 号 党 不 站 


69) nteos i) = = zi? [oo (m+) ]+ 7 中 ， 
其 用 代 -0 一 当地 因 趣 起 和 t 二 三 一 有 外 的 二 和 营 和 co。 

竺 写 一 个 勤 玖 属 允 项 式 的 渐 近 民 示 , 徐 明 从 团 。 融 二 在 区 加 0<acz<5 中 缀 划 , 0 和 
是 任何 在 限 匡 , 则 成 立 下面 的 浙 近 公式 ; 
(le 


IV 补 图 神 分 和 楷 网 丙 数 


164， 化 纹 冉 入 分 篇 踊 知 形式 ”和 从 本 区 开始 我 们 莹 硝 先 某 种 徐 爸 
数 丁 数 , 他 们 和 和 乏 性 微分 方程 溉 有 什 廉 关 傈 , 但 种 有 另外 的 京 源 , 就 是 
演 些 图 歼 和 一 些 不 能 表示 篇 有 限 形 式 的 积分 , 即 所 诊 锦 加 积分 有 害 苑 
的 关 刁 。 我 们 答 前 早已 提 到 渤 运 种 积分 [I, 19 时 ,现在 要 到 始 来 研 党 他 
们 了 。 

以 前 我 们 研究 温 形 式 如 
(1) [Rs, VPEDas 
的 和 凿 分 ,其 中 Cv; 执 是 z 和 的 有 理 面 骸 ， Pz) 最 x 的 二 次 式 。 我 
们 钴 道 ,得 种 千 耸 可 以 用 宙 等 面 娄 来 表示 。 如 果 (2) 是 云 实 或 四 次 多 


ro 


项 式 的 版 , 竺 分 C 工 ) 就 时 做 酸 必 积分。 一 般 , 他 不 能 垃 示 篇 有 限 形 式 。 
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a 1 dr 

m+ ba +e ’ 
其 中 多 是 东 舱 。 引 浴 新 的 多 数 += 甩 ,可 将 他 化 成 如 下 形式 的 积分 

1 
2 jv t+ 计 Fe? 
我 们 知道 这 样 的 积分 是 可 以 用 韦 等 便 散 表示 出 来 的 。 洪 PC?) 篇 三 次 
于 四 次 多 项 式 ,而 积分 (1 ) 可 以 用 初等 画 散 求 下 示 , 屠 末 他 有 了 旱 就 叶 做 
假 韦 图 积分 。 
现在 回头 来 研究 情 贺 稿 分 。 首 先 本 注意 : Ptw) 是 三 次 多 项 式 的 情 

形 和 Pka) 是 四 次 多 项 式 的 情形 没有 根本 上 的 差别 。 一 种 情形 可 以 厌 
了 劝 驴 积分 罗 散 的 简单 交换 化 各 另 一 种 情形 去 。 实 际 - 上 , 丽 POD 篇 四 次 
多 项 式 


(2 下 (2 =o0rt rt brster ?+advte, 
及 订 4 一 如 是 种 多 项 式 的 一 个 规 骂 。 上 出 
(8) v= 二 地 


引 浴 另 一 多 吉 1+ 以 代 z。 代 久 XC2 ) 式 ,得 
Pla)=g (se 十 iy 十 s(n 十 3) +e (a: 十 2) +dl aa 二 了 十 es 
解 钳 括 新 站 利 用 rc 一 x 是 多 项 式 人 4 人 2) 的 壹 器 的 事实 ,得 
P(r) 三 EA 9 

其 中 万 伯 是 上 的 三 或 多 项 式 。 玫 楼 ,我 全 可 以 把 四 次 多 项 式 的 情形 化 
需 兰 欢 多 项 式 的 情形 ， 注意 :法 换 487 芒 际 上 是 把 多 项 式 42 ) 的 一 个 
过 点 4 一 习 邱 篇 1 一 ce 。 

反光 环 , 屋 PPzy 需 三 识 多 顶 式 ,出 由 分 式 谊 性 氏 换 
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其 中 心 (人 全。 一 般 而 欧 ， 其 个 四 尝 多 项 式 。 
上 用 和 [II, 199] 中 完全 一 衬 的 论 性 可 已 过 阴 铺 回 稿 分 (1 最 后 几 可 
全 入 形式 如 


(4) 5 de 
I 
A 
52 (CO PY 


的 蓓 分 ,其 中 v(x) 是 个 多 项 式 。 首先 假说 PC2) 是 三 误 多 须 式 ,现在 汪 
明 上 刻 形式 的 梳 分 可 以 化 成 三 种 宗 淮 形 式 。 需 此 , 涯 察 祯 人 
\9) oe 
共 中 4 是 个 整数 , 正 的 或 负 的 。 证 
PCw) 一 gw3 十 B23 十 oY 十 站 


施行 谎 分 ,得 
B97:+2heiie 
0 Am 一 I Ty 
Ce PPO) =mae iv Pr) +e 9 Bees 
moa" (ows + bo 十 性 十 二 , 2"(Bart 2beto) 
~ PO) 2 Poe) i? 


上 此 蕊 分 ,利用 (6 ) 式 的 记 屿 ,得 
mv PY FO= maat mln ti me imaln-i 二 
十 4s+bInti 十 委 Tn 


me 
DS 


C7) olmt DIatbmtl) Ito(mt) Tanl 


一 2 ~ Per) -0, 
下放 党 是 。 
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芒 宙 =0 和 各 二 1 有 蛙 有 


3 qf tb + = PE) TO 


5 als + 2pbI 十 号 op 二 CD 一 De 五 +0, 


藉 此 一 式 可 以 用 如 和 五 率 表 未 五 和 五 。 在 (7) 式 市 散 办 = 一 2， 
有 


TT altablh + oh tad = PL) +0, 


由 此 又 可 决 定 卫 , 其 甬 依 次 矣 推 。 因 此 ,对 页 严整 数 丰 所 有 形式 如 (67 
的 积分 都 可 以 用 二 和 二 来 潮 示 。 显 然 ,积分 C4) 也 具 有 溃 个 性 贤 。 
现在 国 到 生 分 (5)。 凡 t=z 一 a 代替 4 可 妈 化 (5) 篇 


(8) a (CF=—1, 一 2， 0 
共 中 马 由 是 三 永 多 人 项 式 ,有 是 钳 整 散 。 诅 C7 ) 式 中 典 2= 一 1 得 
1 I 


HOD-3 ld PG +0, 


其 中 必 82 和 中 基石 多 中 的 傈 数 。 
湛 奕 , 惫 久 = 一 2, 得 


- 计 o 厂 一 bp 一 号 0 了 一 3 一人 AT 二 人 


洪 僻 类推 。 向 地 到 可 多 所 有 形式 如 ( 8 ) 的 积分 都 可 以 用 五, 石和 
工 , 求 表 示 , 朗 可 以 用 . 
此 一 尼 
PY J Ry j= GR 
因 兹 我 们 可 以 首 定 : 若 P(x) 篇 三 次 多 项 式 , 则 所 有 的 情 闻 稿 他 各 
可 洪 化 而 下 剂 三 镍 形式 鸭 策 分 : 
(9) [Eo [ey py 
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a 


注 深 : 甘 分 我 们 党 实 的 积分 出 费 , 上 壕 演 算 仍 可 答 我 们 带 来 醒 散 。 
例如 ,车 多 项 式 P(r) 的 四 蛋 肘 点 部 时 本 散 , 则 (3 7) 式 中 的 习 就是 覆 数 
了 。 赔 榜 , 虫 於 化 有 理 分 式 需 最 简 分 式 而 将 稿 落 化 成 (5 ) 的 形式 时 其 
中 的 & 也 机 能 是 复数 ， 我 个 不 报 阅 务 设 阴风 高 如 何 演 算 才 可 以 各 范 晶 
妇 出 更 。 坝 德 我 们 机 部 分 地 者 不 运 癌 题 。 

165， 化 棋 圆 稿 分 仿 勒 上 特 形式 ”现在 我 们 南 研 综 第 一 大 和 第 二 
糊 彤 夯 稿 分 ,站 且 村 王 明 他 们 可 以 化 成 新 的 形式 ,其 中 被 积分 画 数 让 包 
合 三 条 窗 炭 。 先 笛 第 一 糊 巷 分。 显然 可 届 Pre) 中 最 高 次 项 的 导数 等 
於 土 1。 

Pe)= tx brier do 

首先 盆 设 有 具 实 怀 虹 的 多 项 式 有 三 侦 实 需 器 a, 8 和 站。 我 们 济 
然 应 该 假 床 半 些 根 是 互 不 相同 。 否则 的 话 ,和 多项式 PO) 必 包 合 一 于 方 
因子 心 一 的 3 他 可 芒 拿 到 根 盘 外 去 ,这 榜 ,在 根 朋 训 面 就 页 剩 下 一 欢 多 
项 式 了 。 和 如 时 刀 的 符号 是 正 的 ,如 证 x 管 最 小 走 点 ,如果 嫩 的 和 镍 号 基 
负 的 , 则 训 «人 壤 最 大潮 器 。 又 设 有 基 中 间 规 点 。， 由 下 式 引 进 炙 向 以 
信人: 

C10) s=0" (8—alsinsg 。 
将 二 多 措 代 天 多 项 式 
Perm) = ther 二 +d= 二 人 一 国人 一 有 一 入 
释 过 简 黑 的 计算 ,得 
Pe)= |y¥—o (8—o)i1— Bengp)ain’ geon gp, 
其 中 


(1D P=8-e 


Y—a? 


由 我 们 遇 取 改 点 的 方法 可 知 矿 常 在 9 和 1 之 斯, 我 们 常 衣 >0。 叉 由 
(10) 有 
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dz=248— a)singoosgp uy,, 


由 此 可 知 

dx 
0% re 
和 
《13) 


一 -< 

~ Tg 
族 汶 一 个 常 表 因子 。 

现在 证 朋 : 如 打 具 袖 八 数 的 多 项 式 PO?) 诬 有 一 恒 实 堆 踏 +=&, 惠 
我 全 可 慷 得 到 与 上 面 一 样 的 结 时 。 适 时 可 疹 
Pir = (soa) (mT pri), 

其 中 具 实 保 数 的 三 项 式 ( 妨 二 px 十 四 没有 实 脖 点 ,因此 尘 父 x 的 实数 值 
证 三 项 式 常 坊 正 。 出 下 式 引 退回 锋 p 己 代 7: 


(14) 4 一 a 士 Wo 十 2 十 8 二 ?全 。 
代 太 前 式 ,得 
a 夫人 
ts Tp Ht prt being) —- 
CD03SL 二- 
其 中 
a 
1 “了 T 坟 | 
15 = ( -一 | 
(15) 四 IT pT 


现在 王 有 明太 是 在 0 和 工 之 间 。 乱 吐 牙 需 证 上 式 括 红 中 第 二 项 的 超 
对 值 小 亢 寺 ， 邹 址 骨 牙 峡 的 平方 天 施 牙 子 的 平方 。 我 们 颖 有 


es 


工 式 右 亿 第 二 项 当然 是 正 的 , 因由 假 股 ,三 项 式 ** 十 ps 十 Y 族 有 点 
零点 的 不 故 。 因 此 得 伍 


尼 太 章 ”特殊 驯 坎 中 9 


十 pr 十 gr 人 (at ] 问 
其 次, 出 (1 和) 式 有 


多 
2 


dv= vot patg 


dp 
ap ? 
cos 5 


所 已 现在 的 情形 下 (2) 式 沟 遂 变换 忆捷 也 只 和 人 43) 式 相差 一 个 坚 数 四 
子 。 


Poe A 


式 的 各 分 : 
(16) | -ep 人 < 本 < 
更 在 再 省 第 二 类 积分 
Eze 


和 月 用 前 面 用 过 的 秽 铭 之 一 可 以 把 过 入 代 化 成 积分 休 人 以 及 下 列 责 
种 稍 分 中 的 一 种 : 


， sp 
Sin? t 


yn | 

以 常数 因子 及 琵 第 一 个 征 分 ,可 以 把 他 帘 成 

3 Sn 和 dy [a 

‘ | oy jy 1— Egin? eo 人 bsin pdp, 
着 榜 ,他 就 可 化 成 形式 如 C16) 的 积分 以 及 如 下 形式 外 积分 : 
(C18) 人 Payar。 

现在 发 明 (17) 中 的 第 一 僧 各 人 可 以 化 成 第 一 民 积分。 人 需 此 , 可 以 
简 用 下 面 的 公式 ,其 各 明 宛 易 ; 


ste BN Tans)- [C1 er) 20sinep] hy 
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幸 生 锋 式 责 小 积分 ,部 得 世 需 的 结果 : 


te*-s 
9 rt 
oe 2tg sv1 i 
) Sn 人 dp 
十 2 VTS -| en pT 
由 此 得 见 第 一 类 和 第 二 楚 的 岂 辕 积分 常 可 化 成 如 下 十 种 珍 式 的 狂 
分 : 


pp, [VT 
19) | I sn pdyo 


葡 些 积 从 有 时 称 需 策 一 类 和 第 二 类 册 辕 竺 分 的 勒 上 性 形式 。 
潜 以 男 一 楼 散 1 一 siny 代 检 9， 则 可 将 (19) 的 十 往外 改写 成 别 的 


At 
对 时 ap 一 ww TB? 


夫 地 (19) 的 第 一 个 积分 构成 : 


| 二 
Va- T° 

过 训 杠 物 以 内 的 四 次 多 项 式 具有 特殊 的 形式 。 和 如果 利用 自 构 数 的 
一 般 分 式 交 性 购 换 


了 才 十 后 
yt 


的 淫 , 我 们 也 可 以 从 一 般 形式 的 档 面 稿 分 转化 而 得 上 面 的 特殊 形式 的 
积分 。 

会 (19) 中 积分 的 下 限 坊 等 ;上限 党 扣 数 py, 黄精 果 可 以 用 特别 的 记 
骂 求 表示 : 


， 9 a - 
(20) pl, -| Ts BC 六 -| VTP gap, 


落 -上 限 取 9 一 可 ， 则 南 积分 窟 是 z 的 两 数 ,于 希 ; 
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开 ， 可 
(3D) FON= | TT ; a 


(00) 式 C0 直路 术 分 的 用 从 和 吉林， 最 早 圈 世 的 是 企 元 
1826 年 出 版 的 莫 上 特 所 做 的 表 。 在 温 些 吉之 中 温 有 玖 及 和 瑟 (h) 的 
台数 数值 的 吃 , 党 取 省 种 不 同 的 峰值 时 ; 演 时 我 们 各 =sin8, 而 0 
丹 十 秀之 一 度 往 单位 。 至 座 (20) 中 重生 分 的 缴 则 有 两 个 英 值 和 % 间 
村 在 变 答 。 刘 时 也 年 8=sing, 而 yg 和 8 和 分别 取 0° 到 90” 间 的 所 有 颈 
数 度 数 。 禾 分 的 数值 取 九 位 十 进 小 数 。 在 卫 . 薪 克 和 五 爱 姆 特 的 书 
“有 公式 和 曲 舟 的 丙 数 表 ”~ 己 中 也 有 许多 匡 加 积分 的 圳 。 

106. 化 题 1. 其 度 优 六 振幅 和 需 2 的 色 操 的 完全 拨 动 所 需 的 时 向 是 : 
(2 re ~ 
其 跨 基 避 力 加 速 魔 。 不 婴 蛙 入 对 (22) 吉 孙 从 第 一 类 的 全 视图 猴 入。 侣 晤 ; 引 遂 常 通 
=in 人 站 荐 gin 于 一 Sin 相间 向 的 搓 数 多 以 从。 我 们 有 
ET afseoes 四 


史册 主力 
了 Ek I 全 T= 二 一 二 一 一 一 
驶 CD3 TT w= Er 


最 稚 ; 由 sin 于 二 Sn 了 sing 可 知 9 兢 从 0 型 天 忆 , 就 得 : 


Ts 
了 一 2 了 a 2 7) 
g。 考 克 俱 圈 车 芬 : 
dp 
» I 
其中 可 >1 双 台 上 限 po 是 在 区 同人 0, 中 中 ,a 保 由 方 各 hn a 一 新浪 定 , 由 in -kinp 
引进 另 一 缀 散 上 点 人 六 亨 在 区 国人 的 ,J 由 枚 本 , 其 由 sin Wo 一 六 ain py o。 苍 是 旋 秆 车 就 总 


co 


1 _ < 
? Vansy 


| A 让 "(Eh )。 
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车 上 限 go=m 则 Wo= 孔 : 出 (21) 答 


“i  _lpl 
| 下 无)。 


党 全 一 样 的 办 法 可 以 用 率 古 施 沼 下 >1 时 骆 牙 
ss dp 
的 妆 值 。 特 别 ; 党 Po=6 时 有 
[IBae dp = 1 ?了 (去 ) ! 2 人 ) -zz 人 ) 四 


好 
3. 考察 种 牙 [yr 
诅 z=cog Pp 部 可 和 将 他 化 需 枝 准 形 式 
Ge | 下 
vl | Te? 
1-—8n9 
用 同一 笑 换 可 香 
wd dp ef hl 
~ Ta -25 Lanae ~ ji- $e dp 。 
2 
4 /zr 


可 久 库 用 [16 的 电 讲 还 的 方法 不 理 , 序 出 
X= —1-~ 3 ts? 了 


引进 必 数 9 项 全 ?2， 可 得 


| 
vai Tal i- EE dp 
$5. 特 玻 苍 | 
es 二 
全 莹 最 六 形式 的 步 吕 稻 总 得 准 。 汪 时 权 暖和 内 的 多 项 式 可 以 寻 笠 司 十 个 实 的 二 次 因子 : 
l= 12 (= 1 。 
一 般 , 如 果 殿 鲍 内 的 四 次 式 的 矢 站 全 部 肖 涂 数 或 夺 吉 , 砷 且 他 可 避 雪 解 惫 两 个 次 团子 
Pe) = 二 Ps 二 (2 上 px) 
期 兢 由 下 二 式 抉 定 多 和 此 
(PPNMSa IP 
(CP pn 


第 六 人 章 畔 殖 改 名 中 3 


由 合 施行 辟 搁 ce, 

— pe 一 ET 
湛 下 3 三 二 数 ts 各 te 
中 喜 小 的 一 喜 。 


在 我 全 的 履 涪 渤 继 经 有 如 下 的 形式 


st 三 ) 
teq+d+ 2)’ 


痉 注 渤 释 换 雇 和 屠 ,千代 (28) 换 往 
[ GB =| (9 二 _ 轩 
int td 9 eost op Pe 


甩 有 内 党 式 右 先入 呈 内 的 式 
sin 由 十 (十 2 于)2eoss 交 一 G+) 


可 si 29) 
和 simp 十 cos* 的 条 积 。 考 符 ， 本 
Er -三 (Br 加 
Er 本 20 
i- Ep 
167 ， 构 圆 积 耸 的 反 演 ”研究 过 构图 积 修 久生 ,我 鸽 现在 再 求解 各 
故 圆 夯 散 的 总 闹 。 在 集 些 方面 酉 贺 夯 散 和 三 角 面 数 相 类 似 , 划 上 且 是 他 
的 推 麻 。 首先 ,证 上 明 一 件 事 里 ,就 是 三 角 夯 散 , 例 如 w=sin%, 可 以 其 肪 
藤 所 谓 策 他 的 反 演 而 得 到 。 考 察 一 个 初等 的 各 他 


a4) 号 二 | ~ 一 arcsin»。 


积 修 的 值 % 是 上 限 ”的 画 散 .。 理 在 村 看 他 的 反 夯 数 , 朗 将 上 限 >= 
说 篇 积分 的 值 % 的 耐 烧 。 带 样 , 我 们 就 得 到 加 值 正则 的 授 期 画 数 
z=8in%。 我 们 说 ,这 画 数 是 由 稿 分 (24) 反 演 而 得 到 的 。 同 榜 才 取 第 
一 类 的 粮 匡 糖分 

-ee 

ov Pr) ? 
泌 末 将 他 反 演 的 畦 果 就 得 到 一 个 解 村 曲 值 男 琢 <= fC)。 鞍 画 数 不 是 
整 面 散 丽 是 分 机 姓 ,直上 且 他 不 是 丰 有 一 个 ,而 是 有 测 个 基本 上 不 相同 的 


274 山 等 数 学 教 用 


尝 期 。 还 问题 我 们 恬 后 簿 杰 汞 翻 纲 明 。 现 在 顽 考 察 第 一 天 崩 玫 积分 的 
勘 上 特 形式 
(号 “机 
假 醋 其 中 的 上 是 实数 ,昔日 汶 足 不 等 式 0<6<1T。 

在 研究 将 上 和 定 z 看 面 保 角 构 换 壤 % 且 面 中 的 茂 方形 的 阐 题 时 我 们 
已 径 肖 见 迪 积分 (25), [37]。 现 在 青 回 届 其 中 的 重要 芋 果 ,但 记 髓 可 能 
有 些 更 动 -《25) 式 将 上 衬 > 平面 保 角 变换 篇 * 平面 中 的 长 方形 4B0D。 
他 的 一 四 4 了 在 实 帖 上 ,顶点 4 和 卫 的 从 要 


A 1 fg 
G20) + 二 | TD? 
又 滩 基 
(27) 48=2| dz 2 
eer er en 2 开 。 


另 - 潜 BC 的 长 度 篇 
再 人 2 
i re 
党 在 只 式 子 中 藉 :一 一 二 pazF 引进 靳 的 役 分 变数 = 以 代 2 其 中 
如 一 1 一 及 , 兽 末 坡 遂 变换 以 熏 , 像 对 脸 45 一 楼 ,我 们 也 可 以 用 一 个 第 
一 锋 他 酉 圆 积分 来 玫 示 BC 的 攻 : 
1 dr 


C38) BO= jz CI I pir 一 和 
其 中 所 由 下 式 决 定 
(29) 1 


4 通常 开篇 积 分 (25) 的 模 数 ,而 包租 翁 烦 醒 数 ,二 者 之 间 存 在 并 全 
(29)。 

现在 娶 微 画 数 (25) 的 解析 延 拓 了 。 假 如 南 上 中 平面 到 下 人 在 而 的 
解析 延 拓 是 站 湿 实 轴 上 的 粮 度 (1，- 玉 ) 而 作 的 , 那 末 记 得 到 的 轴 数 也 将 
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下 全 丰 面 保 角 炙 人 估 一 侦 攻 方形 , 注 攻 方形 可 由 4BCD 天 失 黎 BC 反 
身 而 得 ，B0O 就 是 上 述 实 轴 上 的 入 自 (二 ) 的 像 。 同 楼 ,以 后 每 一 由 一 
几 人 下面 色 吻 一 全 下 的 解析 寻 拓 毛尖 定 的 面 类 的 慌 值 完满 下 
面 中 的 一 个 长 方形 , 过 长 方形 可 ， 
由 前 一 此 方形 关於 他 的 一 滤 反 身 
而 得 ,得 一 渤 就 是 我 们 做 解析 延 
拆 昧 通 温 的 实 由 上 尘 稼 女 的 便 。 
渤 楼 , 面 散 (2 只 在 = 平 丙 上 所 有 
可 能 的 解析 延 折 就 决定 v 下 面 上 
无 数 个 同样 的 其 方形 所 成 的 硬 ， 
他 们 充满 了 整个 xx 平 而 ,任何 雨 78 
个 不 相 重 亚 。 刘 区 如 8 加 所 示 , 其 中 空白 的 长 方形 和 上 中 = 在 而 对 应 ， 
有 匀 稳 的 长 方形 和 下 全 + 盏 面 针 应 。 反 之 , 候 咯 ?一 Fo) 是 (257 的 反 
演 , 治 一 曲 娩 ! 作 吕 玫 数 的 解析 延 拓 肝 , 我 们 耿 权 注意 ! 全 和 长 方形 的 
那些 滤 相 交 , 就 可 得 到 z 平面 上 由 -个 平平 面 餐 道 洗 话 的 实 机 上 的 疗 
让 而 束 另 一 个 平 而 的 一 段 眉 的 路 称 。 例 如 , 若 在 * 下 面 中 囊 绕 长 方形 
襟 的 任 一 顶点 一 过 , 基 在 + 在 面 上 得 到 的 :的 称 值 和 寻 科 相同。 因此 知 
道 面 散 fos) 是 整 侦 * 平面 上 的 章 值 解 桥 夯 散 。 

基本 乓 方形 4BGD 的 滥 CD 的 中 点 w=iK' 和 ?一 oo 半 廊 T3971， 
薄 且 ww= 证 ! 的 昔 某 痢 域 这 入 
z = co 的 单 菜 痢 域 ,由 此 可 知 
[33], 西数 fw) 有 内 i 玉 ' 导 点 篇 
zx! 单 极点 。 辐 机 ,每 一 长方形 中 
和 iE' 相 装 的 点 都 是 fu) 的 
单 极点 ,因此 fw 是 分 画 数 。 

最 德 ,我 们 要 证明 j(w) 有 
实 的 肖 期 4E 和 秆 不 骸 的 演 期 
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字 玫 。 将 回 78 的 紧 坟 形 精 中 每 四 偶 有 长 同 硕 则 的 长 方形 人 台 乱 一 个 大 
的 长 方形 。 演 样 就 得 到 一 个 大 长 方形 所 成 的 业 , 如 图 ?9 所 示 。 每 一 大 
长 方形 中 和 盏 行 席 视 轴 的 渴 搬 篇 4E, 平行 散 虚 轴 的 边 长 篇 2KK'。 
从 冯 跑 到 w 二 4 无 或 是 从 w 到 ww 十 铅 本 在 塌 何 图形 上 就 是 从 一 个 
) ， py 大 长 方形 中 的 一 点 跑 汉 针 接 大 
长 太 形 中 的 将 应 点 。 狐 通 对 惧 
ee ee 路 各 以 熏 , fCw) 的 数值 不 细 。 
4 2 8 x 4 例如 (图 8) 从 中 到 w+4 开 
加 0 就 和 先 关 伶 BC 反射 再 关 论 
AD' 反射 一 样 ,着 竺 在 :平面 .上 就 是 关於 袜 轴 应 射 证 次 ,结果 自然 问 到 
原 值 。 因 此 知道 面 获 fu 有 双重 过 期 ,可 蒜 下 列 二 式 表 示 : 
fut dK) =f); 
OT . 
如 翌 得 到 的 单 值 画 烽 因 诅 在 类 些 方面 和 smuw 有 相似 之 厂 , 通 常 记 


篇 
=nCW), 

忆 匀 我 们 漫 怪 获 到 它 。 将 其 亿 的 第 一 类 梯 轿 稿 分 反 演 我 们 可 以 得 到 其 
他 的 双重 通 期 耸 画 数 。 下 丽 要 零下 箱 画 数 以 及 和 他 们 有 了 关 的 夯 数 的 一 
般 理 阶 , 可 能 要 更 动 芒 前 用 过 的 一 些 妨 。 

168， 粮 图 可 数 的 一 般 性 质 ” 丽 ol 和 as 是 任意 二 定数 ,他 榈 的 比 
不 是 实数 。 洪 画 烤 (名 入 分 男 散 ,是 有 两 侦 遇 期 以 和 os 序 
C830) ft oN) = ; Fete = 了 Cu) 
得到 所 芋 oo 了 oa 时 本 数 的 人 不 共 。 和 从 430) 式 可 以 济 测 更 一 般 的 
子 ， 
C31) ft mnt met) = 
其 中 和 ms 是 任意 正 的 或 鱼 的 整 败 。 
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下 面 耿 解释 惨重 明基 性 的 儿 何 音义 。 设 和 平面 上 任 一 占 4 引 坪 向 
划 AB 和 4D, 佐 次 熏 补 烙 ol 和 os 对 应 ， 由 假 识 oa :i 不 是 实数 ;所 


翅 渤 两 向 量 位 苍 不 同 的 直 称 上 ,我 
| 
巡 形 48B8CD 来 。 移 汪 中 行 四 潍 形 治 
2 有 和 Js 的 方向 平行 移 矢 ;可 以 得 测 
一 侧 滥 六 双 平面 的 在 行 四 渴 形 的 网 
《图 所)。 答 任 一 于 行 四 以 形 中 的 涉 
跑 到 痢 近 玲 行 四 浊 形 中 的 拉 麻 点 去 
就 等 於 葡 名 相 往 名士 wi 或 WW 十 wa， 
由 於 押 重油 期 性 知 大 几 的 数 侍 不 
将。 每 一 个 上 沁 的 平行 四 选 形 叫做 
画 获 f(t) 的 一 个 通 期 平行 四 如 形 。 
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注 瘟 : 如 前 所 述 的 基本 机 上 4 的 兆 取 是 完 双 人 竹 意 的 。 例 如 ,车 取 原 点 品 
篇 基本 顶点 , 朋 所 得 琅 行 四 边 形 攀 的 诺 顶 点 的 坐 概 篇 201 十 174203， 邹 
温 些 项 点 的 全 体 恰 好 若 出 画 燥 fC 从 的 过 期 的 全 位 ,如 (31) 式 所 示 (图 


82) 。 若 取 必 三 面 中 性 
一 点 下 部 过 间 改 平行 
於 向 量 必 和 和 的 直 镶 ， 
岂 从 原 累 CO 到 好 的 向 量 
基 博 人手 向 量 的 和 ,其 中 
一 个 启 量 和 ao: 平行 , 另 
一 向 量 和 cs 乎 行 。 因此 
任 一 粮 误 可 以 队 一 表示 
篇 
| = bi lo 


的 形式 ,其 中 和 ?1 痢 呈 
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次 数 。 带 两 个 数 是 v 适 点 的 对 坐标 ,假如 取 和 ol 与 os 六 麻 的 多 生 篇 
雨 坐 释 朝 上 的 单位 向 量 。 上 面 我 全 用 光 两 下 行 吗 温 形 中 的 对 次 贻 过 一 
省 前 。 寓 际 上 ,就 是 覆 誉 宗之 莽 可 以 窒 广 tol 十 mzws 的 鲜 点 ,其 中 
mr 和 ms 是 整数 。 在 芝 富 床下 ,平面 上 性 一 点 必 和 基 本 平行 四 形 中 
的 一 点 划 应 。 例 如 ,车 取 图 82 中 的 平行 四 和 有 形 帮 ,其 基本 顶点 序 原点 ， 
出 平面 上 尾 一 点 w 的 坐 郴 可 以 写成 
w= Chic + acs) 916 二 aa 

其 中 有 有 和 加 是 实数 , 油 足 休 件 0& 如 <1 和 0X 加 <1 而 wy 各: 是 
整数 。 注意 : 尖 辟 每 一 个 于 行 四 办 形 我 们 省 第 他 有 一 个 顶点 和 委 天 大 
点 出 发 的 击 休 簿 。 其 肯 的 过 和 顶点 可 以 由 过 期 性 而 得 到 。 

狐 在 盔 癌 于 燃 贺 丽 数 的 灵 个 基本 性 圭 。 微 下 怪 等 式 (8 世 wm 裕 应 
牧 , 得 

FIT m1 W262) 一 fat)y 

就 是 院 , 椰 贺 醒 数 的 导数 仍 坊 有 同 楼 温 期 的 朵 图 丽 数 。 其 次 , 假 仙 7 
没有 杠 里, 朗 fC 实 队 上 不 是 分 而 数 而 是 整 图 数 。 他 购 过 期 平行 四 下 
形 巧 平面 中 的 有 限 部 分 。 在 坦 乎 行 四 小 形 中 , 速 境界 称 也 在 内 , 画 散 需 
正则 ,项 然 巧 连 罚 ,因此 必需 有 界 , 记 存 在 一 个 正 数 下 使 得 在 基本 轴 期 
稠 行 四 各 涝 中 | fo 1 天 交 。 在 其 能 许 下 行 四 过 形 中 Pao 的 数值 和 革 
本 平行 中 过 形 中 的 一 嵌 , 因 此 上 之 等 式 在 公平 而 上 成 立 , 就 是 新 ，7am 
是 个 至 平面 需 有 界 的 整 画 数 。 忠 利 马 徽 责 定 通 知 ,Fo 必 等 次 常数 。 
巩 呈 我 们 得 到 下 面 的 定理 : 

定理 工 营 fC 起 伙 重 明 期 整 男 数 , 则 Fw 篇 常 数 。 

由 上 巡 定 理 可 以 和 出 十 个 非 常 重 要 的 挫 瞪 ,就 是 下 面 要 诈 的 。 散 
六 GD 和 fs(w) 是 十 个 有 相同 衣 期 wi 和 oa 的 懈 图 两 贰 。 又 发 他 个 在 衣 
期 平 答 四 泪 形 中 有 相同 的 极点 以 及 在 标题 的 无 展 部 分 。 各 时 兴亡 (由 一 
一 疡 GD 将 是 一 刁 没 有 栋 黑 的 台 重 肖 期 面 数 , 就 是 说, 是 个 勾 重 这 期 束 
画 数 。 负 定理 工 知 道 他 应 沪 是 个 带 烙 。 故 得 : 


从 特殊 陪 雍 279 


四 渴 形 中 有 要 周 的 极点 以 及 在 酸 点 的 然 限 部 从 , 那 本 他 们 牙 洲 一 个 沉 
数 项 。 

现在 假 训 (vw) 和 卢 (oo 在 允 期 平行 中 各 形 中 有 同 楼 的 极点 ,其 办 
数 亦 相同 ,又 有 同 要 的 党 点 ,其 重 数 亦 相同 ,过 时 他 个 的 比 户 Go) :在 GD 
在 平行 四 滤 形 中 所 然 零点 亦 乱 极 贴 , 故 应 等 让 常数 , 即 得 : 


Nn 


每 四 挡 形 中 志 出 笠 的 构 吕 和 零点 ; 荡 且 称 点 的 阶 散 和 雪 点 的 重 数 也 都 
相同, 那 末 他 们 帘 差 一 个 常数 国 子 。 


遗 党 取 函 茹 了 (wD 的 遇 期 平行 四 如 形 ,使 得 西数 的 极点 不 在 泪 错 之 
上 ,考察 画 数 了 QW 沿 平 行 四 洲 形 周 男 的 路 精 分 : 
(32) 


fi, 六 eu 一 | ,fa + faut 人 .roav+ ,fda ° 

考 纤 0D 兆 上 的 积分 ,引进 新 和 购 稍 分 痢 数 2 一 4 一 ws 炉 代 业 。 旭 在 

4 平面 上 0D 洲 右 脸 B4 选 的 位 置 。 故 由 夯 若 的 过 期 性 有 
| ,fda 一 | ye 十 cao 一 加 六 oa 一 一 ,fa 

启 基 说 , (32) 式 右 亡 第 一 项 奥 第 三 项 之 和 颂 老 。 同 榜 可 福 第 二 项 与 第 
四 项 之 和 篇 天 ,从 而 
(G83) | oau=0， 
就 是 亢 , 如 果 在 平行 四 轴 形 的 周 春 上 没有 枉 圆 面 散 兴 四 的 福 默 , 则 画 
数 治 平行 四 洗 形 冉 愉 的 路 秒 分 等 惧 堆 。 

役 避 优 一 复数, 合 方程 fw) 一 wx=0 在 平行 四 滤 形 周 界 上 没有 根 。 
效用 垃 上 的 结果 蕉 构图 醒 娄 


vO) = FE 
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如 我 他 所 知 上 面 的 积分 洗 示 机 芽 了 COW) 一 a 的 才 点 个 数 和 标点 个 黑 
之 差 [22] ,因此 , 知道 方程 100D 二 a 的 要 的 个 业 等 访 了 CD 一 “的 标点 的 
恬 数 , 亦 印 (Ww 的 极 点 的 个 数 。 就 是 向 , 夯 数 六 to 在 平行 焉 光 形 内 部 
取 数 值 a 界 取 数 慎 co 次 数 相 出 。 

在 以 上 的 改天 中 =< 巍 需 任意 ,但 必须 使 方程 f(w) 二 a 在 焉 行 四 四 
形 的 周 噶 上 没有 根 。 假如 情形 不 是 道 样 , 那 未 可 以 将 平行 四 小 形 上 略 咯 
移 黄 ,使 得 方程 的 根 洲 在 和 平行 四 渴 形 的 内 部 , 牙 且 了 QW 一 a 的 极 点 址 仍 
弗 在 平行 四 婚 形 的 内 部 。 对 记 移 动 后 的 平行 四 滤 形 而 请 , 上 面 的 辕 朵 
成 立 。 易 见 庆 精 果 测 藤 原来 的 平行 四 路 形 也 成 立 , 松 要 在 妊 算 方 址 的 
模 的 个 数 时 漳 放 每 一 下 行 四 渡 形 我 们 算 他 有 一 个 顶点 和 从 沽 顶 点 出 长 
的 两 条 进 。 此 外 ,要 注意 如 果 方 程 ,f 一 < 有 一 要 4 一 ty 芷 有 旦 在 加 
的 附近 fw 可 以 展 天 乱 : 

OD =a+ ou + Om Wt (ow 人 0) 
邳 末 湿 个 根 应 算 作 方程 的 了 重 根 或 是 国 数 了 QD) 一 a 的 上 重 雪 点。 在 落 


种 罗 定 之 下 由 以 上 的 洽 断 可 得 下 定理 。 
定理 工 . 栅 回 本 数 在 授 期 芷 行 四 喧 形 中 京 任 何 数值 (有 限 或 无 限 ) 
的 交 数 相同 。 


者 六 ww 在 通 期 竺 行 四 小 形 中 取 任 何 数 值 品 次 之 多 , 剧 称 篇 名 卫 椭 
辕 琴 坝 。 省 种 而 数 交 通 期 平行 四 兆 形 篇 % 区 的 歼 曙 曲面。 多 换 的 保 角 
性 袜 在 . 产 4 的 零 束 和 f(t) 的 多 除权 器 徐 破 霹 了 。 泣 种 尺 的 匡 值 对 夺 
藤 歼 曼 曲 面 上 的 支点 。 

渴 在 杂 明 正装 数 mr 不 能 等 艇 1 。 实 陈 上 ,由 (33) 式 立 列 知 道 档 图 
醉 坎 在 近期 平行 四 渴 形 内 种 极 黑 的 留 数 之 和 各 航 填 。 著 m=1, 则 桓 
数 ACW) 在 平行 四 第 形 中 牙 有 一 个 蔓 极 点 ,过 是 和 -上述 粘 果 相 子 质 的 。 
岗 此 知道 不 存在 一 险 的 舌 圆 夯 数 。 以 后 我 全 要 具 跟 地 造 出 二 险 权 图 面 


拆 玉 。 可 以 浴 且 二 陀 晴 加 面 数 怡 恰 就 是 由 第 一 闫 椭 加 积分 反 演 而 得 到 
的 赚 加 本 肯 。 当 然 ,也 存在 除数 更 高 的 尔 因 夯 数 。 

169、 共 本 贿 助 定理 ”考察 初等 图 数 smnyw 。 于 巧 一 个 整 画 艇 , 专 
v= rh 一 0, 士 1,， 土 9，…) 雹 香雪 点 ,他 人 都 分 做 在 实 轴 之 上 , 相 半 十 
加 的 距 饮 等 於 x 。 另 二 基本 画 的 


_ 《ein .Coa _ 
(34) tg Y= 31n 3 TY 和 Cotg = si 外 
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央 以 着 些 点 篇 蛙 重 和 二 重 克 点 。 国 其 sinw 可 以 表示 租 钨 穹 乘 稿 ,而 莉 
淫 (34) 旧 可 屡 并 篇 景 科 分 数 的 报 数 。 在 下 一 段 训 面 我 们 要 对 坟 襄 点 
C35) T1001 十 090 

篇 单 零 点 的 整 夯 数 做 完全 类 亿 的 表示 式 , 其 中 ol 和 co 是 窗 数 ,他 全 的 
比 不 是 实数 , ?mz 和 ms 是 性 党 整数 。(8 名 中 庄 点 序 82 图 所 答 耕 行 四 让 
形 条 的 项 点。 要 造 出 落 个 整 画 数 我 们 可 以 应 用 粹 泵 忠 特 拉 斯 将 整 画 数 
雪 示 需 无 尼 乘 千 的 公式 。 但 要 认 用 坦 公 式 上 时 必须 决定 一 个 世 数 p， 使 
得 


(36) : 1 


篇 收 钱 级 其 。 求 和 符 怠 右上 角 的 一 小 铬 圳 示 其 中 涪 有 对 麻 秀 91 一 
二 Wa 二 0 的 项 。 及 后 如 在 求 和 符 屿 或 琵 积 符 艇 的 右上 和 角 通 到 同 栋 的 小 
扳 时 ,其 意义 都 和 现在 所 说 的 类 似 。 我 们 可 坊 把 486) 中 的 可 改 宫 成 


(87) -AL ， 


ni 
其 中 5m,m, 过 示 圆 82 中 从 原点 到 伐 坐 标 篇 mmol 十 acos 的 顶点 间 的 
距 座 。 假 改 28 是 浊 鲍 中 从 原点 到 非 原点 的 页 点 间 的 最 短 距 元 。 屠 本， 
显然 , 38 同时 出 是 过 袍 中 页 缆 与 项 嗓 之 间 的 量 短 距 离 。 届 想 在 图 82 
中 愉 床 点 篇 中 心 , n 和 他 十 十 需 牢 径 元 两 栏 副 ,其 中 小 是 正 整 数 , 满 足 
信件 %> 二 5。 谣 五 。 乱 得 南 内 周 之 时 的 于 殉 域 。 现 在 要 居 娠 在 下; 中 的 
顶点 偶数 。 


283 高 竺 数 壁 教 答 


假 铮 各 个 数 是 世 。 沪 区 ,中 每 一 个 顶点 篇 中 心 改 一 个 和 侍 径 等 於 5 
的 固 。 巾 的 定 蒜 可 知 退 些 图 互 不 相 历 ,站 且 他 们 的 面积 处 和 ze 小 
旋 办 人 秆 径 篇 Cn 一 各 外 宇 径 篇 (i 二 二 站 的 环 域 的 图 积 , 部 

Tm 十 1 十 人 2 一 wm 一 全 1 了 5 
镍 过 简章 的 计算 可 得 


起 (41= 从 2， As= +1 , 


料 航 &, 中餐 一 个 顶点 而 型 , 距 幅 5.m, 不 会 小 舟 mw% 因此 家 晓 (37) 
中 尘 良 於 忆 ,中 庄 顶 点 的 各 项 的 和 常 小 放 


im 十 4a 十 A _ 加 名 。 
mn 


著 佑 冉 尘 巩 规 数 (37) 中 各 项 , 其 Br mw 比 8 大 得 相 涡 多 的 , 例如 ， 
Bw 这 5 十 1 党 能 庆 用 。 央 篇 基 时 闭 恬 的 顶点 必定 在 基 一 环 域 到 ,中 ， 
信之 9。 雪 掉 航 数 (37) 中 有 限 项 , 而 将 其 阴 各 项 己 更 大 的 数值 来 代替 ， 
序 得 半角 工 的 仍 脐 极 洪 


EC 

如 红 ; 22] 中 所 知 当 区 盖 2 了 周 上 之 航 数 收 就 ,再 别 ,党 了 =3 时 人 需 收 
仇 。 帮 得; 

基本 辅助 定理 ”党 82, 特 列 : 党 p=3 时 ;和 极 数 (36) 收 襄 。 

170， 维 生 移 特技 斯 贺 数 ”和 需 尼 寡人 恒利 赵 见 ， 反 
(838) 名 一 WI Mga o 

应 用 基本 辅助 定理 并 鹿 可 以 作 出 一 个 以 (G38) 中 许 点 和 需 曙 重 鞍点 的 
整 画 均 。 估 国 数 由 下 式 定 闵 [69]: 


(89) or I (4) 0, 


Hey Hea 


其 中 无 窗 乘 稿 展 体 大 所 有 的 m1 和 ?ns 的 整数 对 ,除了 ru 一 rs 二 0 的 特 
蜀 情形 以 外 。 


二 
;下 + 委 )。 
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加 :L681] 申 所 已 知 ,我 们 可 以 求 浊 生 入 的 对 履带 上 ,好 信 来 有 恨 科 各 
的 将 数 适 监 一 棋 。 因 需 滋 种 中 每 一 电 猎 项 的 对 数 半 数 是 
1 ru I 1 1 1% 


加 3 人 如 1 时 下 二 本 Co” 
全 由 
所 以 就 得 到 第 一 但 醒 时 
G0 0- 二 + 本 


候 训 C5) 中 背 占 篇 单 概 点 。 浊 图 钥 出 0D 台电 给 像 ctg 人 之 月 Singg 
半 出 一 样 。 注 音 极 拔 

,人 
需 居 人 敏 的 事实 , 易 苯 珊 数 《40) 在 任何 有 限 区 正中 一 狼 收 笋 ,如 虹 阵 去 盐 
中 有 隘 个 在 证 攻 下 中 有 标 曲 的 项 以 让。 微分 男 茹 040) 再 儿 其 号 ,可 竺 
男 一 画 攻 


CD》 多 一 一 DO 一 二 十 瑟 [ew 
由 &Cw9 玉 出 各 个 新 的 画 数 怡 像 出 c 夫 4 放出 一 与 i 一 样 。 全 以 项 


点 w 篇 二 阶 极 点。 释 数 (41) 在 前 壕 巧 天 中 亦 答 一 到 收 襄 [12] 。 
现在 说 明 上 述 诸 丁 获 的 一 些 基 本 尾 质 。 知 出 cf 一 名 的 晴天 式 
oO 1) 
因 篇 渤 弛 积 是 展 作 於 所 有 的 oz 和 ?2 的 整数 澳 , 除 了 oa 一 ma 一 0 


内 外 , 故 本 改变 等 式 右 洲 ra 和 ma 的 符 苇 , 即 改 风 篇 -2p， 而 在 要 匣 数 
的 值 ,过 楼 ,就 得 到 


人 cf 一 一 一 对 I(1 -各 ) 一 oN, 


记 是 府 , oCw) 是 个 奇 豆 数 。 问 样 可 澡 《( 习 也 县 奇 资 数 , 而 Cu) 是 个 
桓 数 。 过 由 公式 
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(42) CD = Sh Gl = 一 5 


以 及 盏 画 数 的 潮 画 数 古 偶 男 效 , 偶 画 数 的 天 除数 是 奇 国 获 的 事实 立 别 
可 知 。 此 外 ,由 定 族 库 国 数 的 翁 式 立 齐 可 得 : 


G3) LD) 1 | 1 os 人 | =1, 


男 数 oQ0D) 和 $50 不 能 有 油 期 of 和 wa, 因 篇 前 者 是 整 丽 烧 , 而 知 
者 在 平行 四 得 形 中 臣 有 一 个 单 标点 。 现 在 恒 明 画 数 GD 以 oa 向 篇 
过 期 。 乱 此 , 求 他 的 计 面 数 ,得 


如 
YW) = 一 -一 加 (Cu) 
了 
了 或 人 一 一 2 全 ys 一 一 2 


黎 式 右 泪 的 和 展 售 让 所 有 的 整数 测 mi 和 ms 之 上 而 钴 插 外 。 册 此 可 
得 
Yu = 一 2 5 1 


J Pn ee 一 


ws, TE 一 pspa]3 

避 mi 距 过 所 有 的 整数 值 时 Ga 一 芒 亦 如 此 ,因此 知道 

Cw = (0) 

同样 可 位 Br 二 osg) = 人 Co。 故 得 | 
《44) Yt = he=1, HD, 

现在 考察 闹 % 得 到 改 痰 景 o: 或 os 以 后 丽 数 8Cw) 如 何 杰 化。 路 
《44) 积 分 ,得 | 

PLT) = + Og, 

其 中 是 侦 党 数 。 在 演 等 式 中 荔 w= 一 党 ,三 注意 学 不 是 8() 的 
极 中 ,得 
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-s(t 
四 短 Go) 是 公 夯 散 , 8( 一 学 )-?( 全) 全 而 0.=0, 部 


(45) uw) = {ho=1, 2) 
现在 考察 当 4 得 到 改 蚀 量 wi 时 画 数 So 如 何 风 化 。 由 《45) 晤 
443) 有 


Uw oe) = (uy), 
将 温 式 子 精 分 ,得 到 
《46) Cut on) =L(u) + (=1, ” 


TT 


茹 项 %。 由 (46) 式 可 以 表册 更 一般 的 直子: 
C47) Cu R01 Na) = + 91 anay 
洪 中 m1 和 ms 是 任意 整 散 。 
mx 可 以 用 醒 现 L《 习 的 特别 值 来 表示 。 在 《46) 式 中 转 %= 一 喜 ， 
甘 注 意 5D 是 奇 画 艇 , 朗 得 
(48) We 区 (人 )。 (=1, 0 
现在 回 到 画 数 c(。 由 (46) 及 43 可 写 


CU 十 oo TCD 二 
可 (十 oo ey ° 


稿 和 他, 得 lgotut eon) = go tovt DD; 
或 TUF = Og) 
其 中 人 =e?? 是 常数 。 本 决定 过 个 常 南 可 在 上 式 中 翁 4 一 一 -全 


ik 
(SR)=0e 加 a 


但 (名 公 硼 国 数 , 克 去 等 式 用 北 的 全 因子 0( 党) 印 得 
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Wa 
(人 一 一 8 亚 a 


多 而 
49) out =—— ee: (k=1, 2 


三 和 乏 测 Pt a 


短 (49) 式 我 们 汪 可 以 得 芭 钠 C47) 式 关 位 的 责 一 入 的 公式 : 
(50) clon) ec ow), 
潜 中 可 = 二 T9000) 用 一 1 十 na 况 8 二 十 14 或 8 二 一 1 看 加 和 和 
Ms 是 或 不 是 间 乱 偶 数 。 在 征 面 一 种 情形 下 (507 式 可 以 立刻 由 (47) 式 
流出 , 恰 像 (49) 式 可 由 (46) 式 济 出 一 要 。 我 们 以 德 要 用 测 的 检 县 wa 一 
一 903 一 工 的 情形 。 

在 这 一 段 的 最 从 我 们 要 漳 出 一 个 联 索 常数 cx 和 人 的 关 傈 式 。 首 
先 ,确定 十 个 这 期 @1 和 os 阅 的 次 序 。 沽 察 81 贺 中 的 基本 平行 四 迷 港 
ABCD 。 和 从 他 的 一 沈 48 到 另 一 办 4 也 是 一 个 小 髦 = 的 正 的 角度 。 以 
第 我们 常 慌 辆 始 寻 算 过 小 巩 x 的 正 角 度 的 渴 4B 对 廉 基 槛 数 wo1, 而 时 
算 称 上 的 那 一 边 4D 关 廊 从 宰 灿 ws。 泻 肝 分 数 了 2 的 炉 角 就 在 0 和 = 
之 问 , 就 是 论 , 汪 分 数 的 虚数 部 分 麻 读 是正 的 。 倒 烧 人 的 左 数 部 分 夺 
外 是 负 的 。 稳 之 ,我 们 常常 江 榜 决定 o% 使 得 -2 的 赔 蚊 部 分 是 正 的 。 
夭 归 选取 基本 和 巴 点 4(w=wo) 作 平行 四 各 形 , 使 色 含 Go 的 极点 在 其 


内 部 。 由 (40) 知 ga 在 小 叭 一 的 极点 的 留 圾 等 让 1, 由 贸 黄 理 洽 的 大 
本 定理 知 六 oo 澡 平 行 四 婉 形 周 界 的 积分 筹 然 2xi， 即 

tt ter ,Soaut 
+[, ey 


在 第 二 向 燥 分 中 改 积分 楼 数 4 篇 另 一 炙 雪 "一 4 一 ot 在 第 三 介 
秘 耸 中 改 各 分 婉 数 * 乱 另 一 攀 数 um“ 一 oa 用 得 
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[Nr tpt iy ttm 
tar ot oat Crt od 
He Ho Hot tL 


+ Ln dw= Qi, 
oy 


其 中 行 一 入 分 所 在 的 路 各 沸 篇 直 丸 段 。 改 提 志 馈 可 以 窟 成: 
Tie teu 


| ErodD -tI ft os) -61d geri 


由 温 式 和 (46) 式 立 齐 得 到 所 要 求 的 央 保 : 
(581) W102 — WWI = Do 

首 个 式 子 道 常 称 需 勤 上 特 并 傈 式 。 

杂 锁 史 特 拉 斯 首先 作出 画 钥 aQw) 57 和 名 QD) 来 。 由 他 们 的 定 
闵 可 知 弄 个 窗 若 ol 和 os 可 以 性 演 玩 取 , 琴 改 受 斑 一 个 限制 ; 序 他 们 的 
止 不 等 秦 实 散 好 了 。 因 此 温 些 丽 散 不 仅 是 %V 的 丁 散 , 范 则 也 是 复 凑 散 
ol 和 oa 的 画 贱 。 因 般 计 个 各 故 他 们 羞 陆 也 记 作 
《52) Cw; wy oa) Wy oily OE; PE; oo Yo 

171， 名 Cw 所 满足 的 微分 方程 ”已 轻 知 道 了 亲 锁 史 特 拉 斯 谢 散 的 
经 本 性 质 以 后 ,现在 百 求 对 画 娄 tao 作 惕 说 如 的 研究 ,特别 ,要 决定 导 
画 若 所 满 足 的 一 附 微 分 方 稚 。 并 先 ,我 们 要 求 《GOD 在 他 的 二 除 极 点 
vv 二 0 畦 近 的 展开 式 。 筑 此 , 回 到 基本 公式 (4 了 去 。 在 v 一 0 都 近 有 : 


人 2 一 对 名 入 Ww 
并 苓 44 微 和 ,得 
i- 六 + T+. “" 


代 玉 (4D 式 中 妇 得 外 (CD 在 =0 OA: 
六 Cy = 二 + Ch ,re + | 


败 苹 奇数 的 ”上 式 右 远 四 藤 md 和 1723 求 和 的 籽 数 的 从 和 需 器 , 因 和 从 
其 中 包 合 济济 符号 相反 而 贱 值 相等 的 项 。 因 此 有 
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(83) 8 0) = 下 十 ous-onet 二 二 aaa 
共 中 
9 5 用 二 ras 
由 (53) 式 出 发 容易 求 得 名 ?02) 和 ?C0) 的 展开 式 。 晤 然 有 
= 一 二 十 20 二 eats 二 


Y(t) 二 -后 十 3 十 9cs 十 …， 


其 中 徐 二 式 中 没有 闹 出 来 的 各 项 都 售 的 正 瞪 。 由 此 可 得 : 
《55) F300) — dW) + Qeg 0) = 一 28c6 士 …， 
等 式 右 渴 没有 高 出 来 的 省 项 亦 都 售 % 的 正夫 。 因 此 知道 %=0 非 非 党 
式 左 浊 的 画 数 的 极点 。 但 畴 画 数 名 (0) 的 仅 有 的 极点 序 v=0 以 及 和 
4 一 0 相 北 的 其 他 各 平行 四 各 形 的 顶点 ,所 腑 知 禾 455) 式 左 莫 是 一 帆 在 
演 期 平行 四 录 形 中 淡 有 标点 的 精 圆 画 扳 , 亦 序 在 全 平面 次 有 梅 曲 的 精 
图 画 数 , 放 必 等 於 迷 数 。 但 是 亦 式 右 渴 当 = 0 时 等 加 一 280s, 放 必 恒 
等 施 一 280， 朗 
I) 483) — 20c2G (1) — 2808 。 
复 在 引 浊 下 狮 记 慑 : 


(56)》 p=206=60 工 , 二 ga =280s= 140 5 Me 


和 结 以 上 的 结果 可 得 下 硬 的 定理 : 
57) PI = A — ga 0) — pn 
gs 和 gs 稳 需 图 数 了 (ww) 的 不 名 数 。 
画 数 名 09) 在 以 = 一 0 需 基 本 顶点 的 遇 期 汞 行 四 瀑 形 中 三 有 一 个 二 
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伐 检 贱 % =0。 平 行 四 如 形 的 其 他 项 山 我 们 算 作 是 不 属 放 过 平行 中选 形 
的 ,由 睹 知道 80 是 一 陆 睛 天 画 散 , 畦 任 一 已 葵 复 数 0 方程 了 QD 一 4 
在 过 期 平行 四 选 形 中 有 两 个 概 。 

着 多 一 ax 及 信人 0 一 9 则 4 一 更 少 谭 是 方程 el 一 < 的 一 
重 委 。 但 也 不 能 高 能 二 重 , 因 息 《qu 是 二 陆 瞻 图 画 数 。 所 以 在 得 情 沦 
kt 慕 在 平行 四 洒 形 中 一 各 =%o 取 数 竺 x。 着 名 《wo) 0， 出 方 程 
DD 二 a 在 平行 四 兆 形 中 有 十 个 不 同 的 单 根 。 浊 在 研究 那 一 镍 % 的 艇 
值 可 以 使 名 (一 0。 在 恒等式 
名 (十 一 人 CD 0) 


中 重 w 一 一 - 佑 臣 w- 一 包 寺 ， 因 得 久 人 是 奇 画 数 , 故 得 : 


(58) ?=0 (=1,2) 和 g(t) =0, 

就 是 谣 ，9'Cw) 在 证 边 的 中 贞 惧 及 年 行 四 兆 形 对 角 稳 的 中 加 等 鞭 畦 。 者 
妾 面 败 8(w) 在 挝 些 串 的 由 值 , 裔 

(59) 8 (2 =e1; de 8 学)-o。 

每 一 方程 4(m 一 ae 在 滋 应 的 点 都 有 二 重 根 。 因 8 人 CD) 是 一 阵风 图 
机 数 , 故 知 头 数 es 下 不 相同 。 

更 在 回 到 (57) 式 。 运 式 子 的 右 轩 是 CW) 的 三 次 式 。 午 w 一 -这 或 
wm- 纪 计 oa， 可 知 放 三 殴 式 当 8 人 一 ww 降 其 值 篇 午 , 因 入 适时 等 式 左 
泪 惫 放 雳 的 称 故 。 志 标 , 将 三 藉 式 分 解 因子 ,可 以 改写 (87) 式 需 
(60) PEO) = 4) — er [Ow) 一 ea] [YC — eg] 。 

比较 (57) 和 《60) 两 式 的 右 兆 , 得 到 者 误 t% 和 不 释 数 go 与 gh 之 问 
的 随 傈 : 

(61) 681TEy+eg—=0, eliee 十 eata 十 Bf 一 -gs 616968 一 次 o 
落叶 zx 一 名 (o ， 天 方程 合力 可 已 政 千 弃 : 
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上 般 %=0 上 用 zz 一 co， 改 和 将 上 式 分 肉 沟 教 然 征稿 分 ， 即 得 


(89) = | er 

就 是 办 ,机 肯 fl 可 以 由 第 一 闫 刁 圆 积分 (62 反 误 而 得 测 。 民 过 来， 
可 已 二 明寺 认 任 次 选 取 的 常数 gs 和 gn 起 要 概 怠 对 丁 的 三 葡 式 说 有 重 
概 , 稿 从 (63) 的 反 演 常 礼 订 鲜 史 特 拉夫 苑 驶 名 C。 

澶 可 以 证 明 枉 一 届 期 仍 ol 和 ms 的 椭圆 离 数 必定 是 8 和 人 名 (Ce) 
的 有 型 赣 靶 , 因 此 也 就 得 知 : 名 (和 8) 的 有 理 画 数 的 笃 贞 就 是 以 几 
和 os 需 遇 期 的 构图 王 区 的 公 体 。 

172， 丙 数 est) 由 460) 式 知 滥 蔽 式 右 温 的 琵 入 是 单 储 解 术 本 数 
1(w) 的 完全 平方 。 观 在 要 证明 其 中 的 每 一 个 因子 《GD 一 ey 也 都 是 党 
对 芋 方 。 如 和 三 负面 喜 的 情形 完 双 相 类 位: 

《eoasy ?= pinmm = (1— cosw) Teo , 


丽 等 式 右 选 每 一 个 因子 昌 是 音 值 解析 面 束 的 完 翁 莘 方 ; 


4coeu=2ein* 各 和 1+eosu = 20609- 


藉以 明 QD 一 cr 都 是 完全 平方 ,我 例 先 遂 出 一 个 辅助 公式 。 洲 罕 
一 眉 忆 的 画 数 
(68) FA) 一 ?Go 
他 在 以 Y=0 篇 基本 顶点 的 平行 四 注 形 中 有 一 个 二 潍 极 器 =0。 因 租 
8 凡是 偶 面 数 ，(63) 的 雪 点 是 平行 四 洲 形 中 被 尝 枝 答 w= 土 1 的 路 ,最 
格 些 访 ,是 符 行 四 园 形 中 和 士 ?相差 等 改过 期 的 台 。 如 果 适 稻 累 之 中 有 
笑 臣 富 过 期 的 , 闭 末 上 过 雨点 就 合 乱 一 个 二 重 帕 。 惧 击 散 人 3 同上 时 我 
箔 再 求 研究 画 数 
(64) f= Tu Wo 


EF | 意 
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首 沉 汪 明 f(D 也 以 ax 和 0 篇 过期 。 实 际 上 ,由 《49) 有 


i oT oy 
FL oy) I To 


_ gt) ol 一 We 全 ) fu 十 由 , 
eA as) 


加 out 一 FoD。 


Ka 
过 就 七 明了 了 QO 是 届 wi 和 和 i oo 雹 通 期 。 由 (64) 式 立 剂 知道 fC) 在 莫 
亲生 行 四 溢 形 中 有 二 重 栋 加 =0 利 [ 十 个 震 点 ,他 们 是 平行 中 温 形 中 冉 
上 0 相 盖 等 贡 过 期 的 靶 |。 实际 于, 我们 和 卯 道 下 是 因 篇 本数 oCw) 认 以 诗 
点 光一 ol 十 qzos 和 密 雳 点 的 称 族 。 沙 楼 , 画 数 (63) 和 (64) 同 以 
和 os 篇 己 期 ,在 基本 平行 四 潍 形 中 有 相同 的 极 题 和 才 串 , 薄 及 障 斤 也 
相同 ,因此 他 伍 窒 莽 一 个 常 诅 因子 [168]: 


F000 — FOO 二 


T(r) ?3 
联 决 定常 菇 0 可 以 用 记 汝 等 式 雨 过 , 然 征 再 冒 4 一 0 
时 ee _ Loy— VT)! 
人 人] | | 1。 
全 


由 C49) 区 入 
二 一 ef 一切 G(o = — Vo , 
访 是 得 到 我 们 廊 求 的 公 蕊 


or rN GO 一 of 十 人 
(65) OD 一 总 人 TSG) 0 


取 二 有 肯 包 (0 一 sz 是 完 双 平方 ,我 们 共 朗 在 C6 畏 式 中 莉 


tn 的 十 名 i 
二 =; = 1 3 v=- 
2 2 2 


入] 加 1 


上 尚 等 数 学 球 各 


(66) (办 一 a=gGOD 一 8 全 A 


(人 ) eG) 
或 由 (49) 式 有 
(e+ 号 +)=o (4- 铺 + 1)= 一 er 党 雹 ow 入) 
印 
C67) ow+t 和 将 ]=-ewo(w- 锰 )， 
芍 (66) 式 可 以 改写 篇 
0) om 
7 
ee 
5 


其 依 责 个 式 子 可 以 完全 闫 但 地 得 出 永 。 过 样 ,我 休 就 将 《Co 一 
崇 示 起 南 个 整 夯 数 的 商 的 平方 : 


(68) 0 —a=| 9 1， 
其 中 


a 全- 2 -") 


人 


Tw) RG i ; a) =6 i of 全 —») 
0 


(C69) 


下 著 琵 费 点 画 获 vxta 的 性 里。 泛 些 男 数 着 然 是 整 面 数 , 首 %=0， 
得 
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(C70) ox(0) =1。 (=1, 9, 3) 
发 高 487 式 但 


[er 
c( 汪 -=ec( 全 + 


代 大 《69) 的 第 一 式 ,得 


lm 学 + 加 
OK 一 一 


凡 愉 另外 丽 个 ve) 也 有 同 裕 的 情形 , 航 是 洲 ， cx 里 惕 两 艇 。 
将 (68) 式 代 太 (60) 式 的 右 坦 , 妥 方 ,得 
8 (办 一 二 2 se 


要 决定 上 式 中 的 符 鹏 ,可 以 用 如 系 等 式 十 过 ,再 蚂 w 一 0 。 由 展 并 
并 

全 (的 一 一 让 十 26ow 二 dey 十 …… 
具 及 570 和 (43) 式 易 知 前 式 右 适应 取 针 号 , 仓 
GD 80O — —2 are), 


179. 通 期 束 画 数 的 展 天 式 ” 束 画 数 cf 程 本 没有 带 期 。 以 钞 我 
们 要 区 明 , 基 他 附 上 指数 型 的 忱 数 以 人知 可 以 办 人 坑 一 个 有 过 期 的 整 画 数 。 
现在 我 们 先 研 究 一 般 的 翌 期 整 男 数 ,站 求 其 展开 式 。 得 展开 式 具 需 圾 
掀 或 福 里 嘉 航 散 的 形式 [见闻 119]。 

假 敲 整 画 数 %Cw) 有 过 期 w, 即 半 和 任何 被 数 如 有 
C72) PEL) = 

稀 原 中 引 向 量 %, 吾 惟 地 由 直 义 各 向 量 恒 砷 ,分别 通 鸿 亿 的 起 味 
有利 苞 点 (83 图 )。 还 雨 度 乏 作 成 酚 数 pw) 的 届 期 大 。 站 入 0D 可 以 由 


DT 


看 穆 48 弃 过 交换 w= 二 ww 十 wm 而 得 济 。 作 罗 换 ?一 用 上 过 * 平 


20+ 党 此 散 学 教科 

面 中 的 过 期 带 炙 从 7 一 tLirs 平面 中 
由 直 委 =0 和 友 一 2z 所 图 成 的 各 
域 。 如 果 我 们 再 作 押 换 


tm 
一 ; pz 一 
一 


那 末 过 于 面 中 的 带 域 就 霹 再 面 
的 仅 部 ,除了 《一 0[19] 以 及 溢 正 实 轴 
的 鞠 各 。 制 廊 的 征 岸 和 原来 4 平面 中 

团 52 带 域 的 十 境界 站 粮 相 对 磨 , 制 煌 征 岩 
上 位 芒 掉 同 的 吕 泥 朵 访 还 域 的 境界 宇多 上 满足 天 傈 二 “十 的 十 点。 
由 《 久 式 知道 画 数 在 竺 粮 雨 岸上 位 置 和 同 的 点 取 相 同 的 数值 , 因此 他 
的 任何 联 淳 数 亦 是 如 此 , 简 首 之 , 邵 男 获 不 仅 在 只有 拓 物 的 于 面 中 从 
正 出 四 值 ,他 根本 在 整 恒 检 面 中 除了 《==0 种 点 入 外 需 正 划 单 值 。 攀 
此 他 在 得 平 多 -上 就 可 展开 和 蜂 朗 航 数 


(783》 PO) 一 nk" = 至 ca 


省 樟 , 就 得 到 下 面 的 定理 。 
定理 : 性 一 过 期 答 w 的 占 硬 数 pCw) 可 以 在 办 沁 面 上 用 航 烧 求 娄 
示 : 


(74) p= EE oo", 

上 面 的 级 数 至 然 在 平面 中 的 性 何 有 限 部 分 篇 一 至 收 铬 。 加 果 髓 其 
中 盘 契 钳 值 相同 而 符 杏 相反 的 ” 潮 订 的 每 十 项 佐 在 一 起 ,站 订 用 龙 拉 
公式 ,部 得 夯 数 pt 的 三 角 航 王 表示 式 : 
C78) CW) 一 00 十 2 ol, 609 TD + sin >"), 


其 中 
《76) On= Tg; 有 一 外 os 一 如 ao 《二 3 
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174， 莉 的 记 跨 ” 妥 详 灵 艇 壕 实 图 覆 数 的 理论 必需 径 过 许多 式 子 
的 演算 温 些 式 子 的 演算 在 座 用 椭 面 本 烙 的 财 避 也 是 必 不 可 兴 的 。 可 
异 许 多 烧 举 家 在 冤 必 的 肝 候 大 家 没有 榜 用 统一 的 记 吻 。 我 们 各 豪 巷 就 
最 基本 的 理论 ,不 淮 悄 引进 许多 在 李 图 西数 座 中 常常 是 很 有 用 的 公式 。 
赂 然 如 了 此, 坊 德 我 介 还 是 要 明和 到 上 比 现 在 更 复杂 的 式 子 院 算 。 篇 此, 我们 
将 探 用 一 些 记 屿 ,他 们 主要 的 是 由 夏 可 皮 所 首 制 ,局 求 又 在 虎 礁 益 的 恰 
“ 画 数 的 一 般 理 吉 内 李 别 图 散 ” 中 有 系统 地 规 引 用 。 以 下 夷 段 豪 面 所 区 
的 都 取材 藤 刘 本 沽 中 。 

以 化 我 们 常会 遇 到 a1 和 oa 的 一 年 ,篇 了 如 驳 他 甫 起 昂 , 改 记 
(C77) Wi1= 20; cg 一 2 。 

偶 此 桨 谭 改 记 
《78) m=2n; m=, 

建造 及 和 僻 要 用 的 许多 男 禾 的 基本 元 来 不 是 wml 和 aa 自己 ,好像 染 
放 画 散 久 fo 一般, 而 是 他 们 的 比 


(79) T= 


或 是 与 全 比 窗 切 相关 的 另 一 笋 晤 


(80) hetrr 。 

秦皮 *x 也 将 履 另 外 两 个 悉数 
81) 2 一 到 zd 
所 代替 。 


右上 的 这些 记 肯 关於 wm 和 ao 是 非洲 移 的 ,就 是 订 , 必 和 ow' 在 党 些 
记 屿 中 将 起 不 同 的 作用 。 和 从 前 一 衬 , 我 们 常 假 座 在 比值 全 中 的 傈 
数 是 正 的 , 序 若 秆 忆 - 一 7 十 名, 则 8>0, 从 而 
(82) [hl =e-" <1 
I 诅 温 模 半 到 的 ad 和 由 惑 上 特 崩 公式 0651) 感 并 ;他 在 新 的 志 屿 
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下 政 仍 下 面 的 形式 : 


(C83) 一 入 一 雪 To 


注意 : 由 上 而 探 用 的 公 些 杞 钱 容 易 得 到 下 列 放 个 珊 保 。 由 (C81) 式 
有 


人 fa 二 。 ， 
Ww 工 ， 4 二 20 0 二 十; 已 人 HD jig; ez0tDD 一 — 2, 


2 全“ 20 


, ， z 
一 归于 站 ; + De 汪 = 十 人 T; ente 培 ) dy; dwtrtr} = hz, 
2 320 


就 是 咏 , 例 如 ,v 得 到 改 区 量 w 相 潍 於 得 到 改 思量 村， 或 是 用 4 过 
“得到 改 弓 量 o 相当 认 " 得 到 改变 重 了 ,或 是 朋 砚 生 > 。 和 要 注 宣 ， 
我 们 常 定 喜 je 和 zr 的 佳 起 erre 和 erw 。 
175、 画 数 gj(o) 在 新 本 号 之 下 丽 数 co) 的 基本 信里 具 如 下 的 
形式 : 
{84) owt a) oD); ot+2o) = em tN go 
, 类 cw) 梯 上 一 个 指数 型 的 他 数 ,得 


(8 PAD eth (wy) 
入党 选取 a 和 8 可 能 夯 数 p(w) 具有 通 期 gw。 由 (8 人 有 
PE DD = ta htt go) = 

= 6 t iow trabo raw gt bt cr (Gap) , 
或 
(806) = eat) be 
同样 可 得 . 
(C87) 2 一 — et 


(86) 式 右 虽 指数 上 是 名 的 一 次 式 。 要 使得 各 渴 对 徐 尾 何 的 % 常 等 
臣 1， 必需 在 指数 上 的 公 数 等 於 者, 而 常 由 项 等 艇 fmi， 其 中 主 是 凋 


第 志春 ” 竺 珠 诅 数 p07 


化 。 国 是 我 们 可 愉 职 

一 了 2 
和 So ? 2 Oey 9 
代 天 (8 六 在 浪 , 由 (G3) 有 : 
OE Ta 
PH) e 2 ” 人 

人 站 LE 工人 4 a 

38 外 二 mw sb a 让 

《38 多 人 

或 亚 浮 式 

(80) PT PD pra oe —p), 


国 和 从 pk 是 通 期 篇 2% 的 贡 尔 数 , 放 有 如 下 形式 的 民 园 式 [1731 
PD= SE oe Eo 
兴 次 ,我们 知 省 4 得 到 收回 是 2w' 时 2 得 到 琳 琢 记 , 部 
Gt 20') = ZE. rhe, 
代 天 (89) 的 第 二 式 ,得 
a 
若 改 熏 一 级 数 定 的 7 篇 %+1, 其 得 


Lm 十 om 
人 

之 hn 一 一 > (+1 

=~ l= 


比较 z 的 同 次 轿 的 癸 数 ,得 . ， 
on ha A Dg, 
胸 可 改 窒 成 下 面 的 形式 
(—1) tt gt Dy oo 
因此 知 洲 (CD, 
沸 谍 所 有 的 发 燥 % 湛 值 常 一 定 。 假 
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C—1yr ee 一人， 
蕊 中 C 是 常 康 。 由 此 竺 到 盏 数 0o) 的 展开 式 中 保 数 的 表示 式 : 
ta= IR Cs, 


从 而 

《90) PU) = Gi 《一 Te 2 
《88) 式 将 亲 泵 史 特 拉 斯 画 数 ot) 表示 篇: 

C91) CC 一 oe 3 ip (Cw) 。 


二 使 我 们 自然 地 引进 一 个 新 的 九 数 
C92) = DR zt, 
他 和 画 数 Co) 之 向 的 天保 是 : 


《93) go) = Ch 00), 
吏 在 要 决定 常数 C。 因 =2ow; 由 (93) 式 知 如 (0) 一 0, 又 比 入 
99 小 0=0 暑 等 处 贡 (0), 放 以 ww 除 (93) 式 十 边 , 笋 重 苏 4=0, 得 


1 二 O900)， 
代 硬 
(9 0 = 
现在 移 旭 (0) 的 等 级 数 (92) 改 窜 坊 三 角 航 数 。 优 此 ,我 们 必 儿 将 
《92) 中 合 :的 蜘 次 艳 攻 秆 相同 而 符 鲍 权 芭 的 每 二 项 视 加 在 一 起 。 以 
瑟 正 的 奇数 ,2 一 2% 一 《n=1, 9,…), 符 而 “一 车。 又 管 一 0， 
一 1 一 2，… 隆 ,党 * 一 一 如 十 了 从 而 mw 一 -二 对 二 ， 基 是 可 窟 


1 ,Bm #4 Ed PE: 是 tl 3 
BC = 计 5 DI SS (CD ns-*], 
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= 一 一 -一 


其 中 每 一 般 数 曾 苹 正 奇 数 *= 1 3, 5,… 训 加 。 因 


p+1 n+1 pbk 
CDE- -D1， 
及 En vry 
pe EDT es), 
蕊 
1, 只 ,于 .~ vl En ， 
(95) HV) =2 YY C1 RTSinrr 
1 bb 
~ 2fh? sin mm 一 nts Sin Smt ht sinBry—::*1o 


面 数 io ,通常 称 答 第 -一个 而 数 , 是 2 的 奇 玖 西 谎 。 在 作 浊 多 数 的 
时 侯 我 们 新 用 到 一 个 族 数 +, 由 假 徐 7 应 读 在 上 年 平 而 中 , 即 诊 正 的 启 
数 部 分 ,而 =d""。 因 此 十 数 有 肝 也 记 作 各 Cv; 7)。 

176， 责 数 站 (2) ”和 图 数 of) 一 起 我 们 强 痪 导出 其 他 三 个 整 丁 
节 cxGD。 因 此 和 而 数 六 (4 一 起 也 自然 承 有 另外 三 个 如 夯 数 。 

在 新 的 妈 喇 之 下 ， 


由 C93) 有 


a Wt Fu 
{~ 
Fe) = 3 ~ go 4? 


属 天 指数 写 中 的 括 纹 ,改过 -入 0， 公 塌 ) 得 


于 车 "一 Ti 一 
Tan) = Oe )e > (一 ); 


其 中 0 是 个 新 的 常数 。 最 鳃 ,利用 关 慑 式 (83》 , 印 得 西数 re(e 和 外 
一 个 好 夯 数 癌 的 关 傈 ; 


《967 sa 一 Oe zt81( 斑 一 )。 
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完全 狂 亿 的 独 臣 cafe 有 : 


和 =e 一品 
Oa (0) 2 (本 y 
潜 中 T=947; v=0+oe 


由 (83) 有 


Rtn 局 一 ， 
my 二 
构 过 和 前 面 一 楼 的 计算 最 后 得 到 : 


(C97) Ta ) = Coe sh (和 当 + 于 一 “) 
同样 可 得 
(98) oi) 一 Oe 5( 去 一 四。 


现在 再 求 画 散 cakeo 的 者 示 式 中 六 画 数 的 老 极 数 层 天 式 。 我 们 有 
“(3 
但 由 (8 了 ) 知 道 从 v 诚 去 去 相当 共用 (一 个 浅 2, 因此 由 (9 区 式 竹 : 


《95) i( 雪 -? 二 一 避 芋 Ce i) 


= 芝 Be ” 22 并 
工 ,x 工 
Rs 


稚 沽 去 (各 二 要) 硒 咎 责 用 一 纪 .8 二 溢 z。 由 是 
扣 ( 二 + 一 = 一 DW YD Ci iat 


1 十 am 
本 页 和 > Pe 


= 


攻 改 航 数 中 的 + 般 mw 得 
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《100) a 于 十 可 一 名 一 有 二 光 hea， 
C101) (Fo CD" 


亲人 三 个 新 的 引 郴 数 
B00) 一 过 Ar 到 : 2 
C109y ， 83(0)= 三 hr, 


HC) = FE CD"psn, 
证 上 暑 以 前 加 於 oiQ0) 的 全 趟 可 以 收视 篇 
GD 一 Ce 六 各 (0 03 的 二 信守 各 ( 中 :os( 太 = 入 呈 二 CD， 
以 中 Co 和 仿 是 新 的 常数 。 要 决定 汇 些 第 数 可 置 9=9 。 渤 时 % 一 0， 
gat 人 0 三 1, 委 而 


.1 ,， 7 1 .A 1 
Oy (5 一 Be(O) + Cs G0 ? 
代入 前 式 ,得 
4 Ne Ds , ey) . = 
Go 的 = 开罗， = 后 于 办 cc- 过 到 全 
有 时 也 蘑 (9) 等 脱 部 (2)。 “ 


《10 功 式 中 诗 9 西数 的 下级 散 展 开 式 租 容 易 改 窗 记 三 角 级 数 ,好 侧 
及 关注 图 数 加) 做 了 的 一 赂 。 我 们 有 : 
Pal) = gf og mo 十 218 cos Some 二 如 全 cos5ro 十 “os 
C104) | Po) =1+2h cs ryT hcos 4 十 289 cosE<TD 十 
d=1— eo 2ry tanto0s dry— 2 eonsry ts 
及 和 馈 肪 惠 窟 箱 便 起 兄 我 们 次 简 本部 (中 入 状 订 ( 四 篇 高 。 由 (9 可 
和 (了 D4 可 得 下 刻 屡 姑 式 : 


802 高 等 数 从 元 加 


Dan hl on oh — Th ee) 
D2 
C105) 
二 244 2978 十 
1 
理 些 航 燥 收 铬 得 很 快 , 因 租 由 假 惟 | <1。 航 数 的 和 是 上 第 平面 
中 + 的 正月 画 革 。 
“ 现在 不 将 寥 出 礁 铀 由 圣 拉 斯 西数 名 (2 和 他 画 数 商 的 关 休 了。 我 
们 和 从 前 有 


VOTE 2 个 ， 
办 Go 与 orc) 的 通通 妖 夯 数 的 才 示 式 代 大 :得 
C106) TOY pr 2 


2 Bry Pw) 
177. 8 画 数 的 直 实 所 有 的 世面 数 者 是。 的 整 西数 ,建造 ? 画 数 
的 基本 元 素 是 个 上 全 三面 中 的 神 数 +。 篇 了 表示 和 后 一 事 里 ,有 了 时 也 记 
8 丙 数 答 和 (e; 7)。 在 过 些 求 数 之 中 各 (w) 是 奇 页 数 ,而 其 依 的 是 偶 国 
吾 。 现 在 要 看 划 % 得 到 改 移 最 斑 时 8 图 数 如 何 改 绿 。 利 用 5 画 数 的 三 
角 航 数 居 明 式 和 三 角 责 数 的 性 质 肉 易 得 测 


ai(o 二 三 )= Ba(w); GEE 一 一 页 (四 
Bo+ 豆 )=a 人 (oO 2 人 e+ 二 -po。 


再 如常 4 得 到 改 释 量 了 时 乡 醒 需 如 何 改 绝 。 如 我 们 所 知 ,过 就 相 
党 稚 用 如 散 z。 利用 台面 数 的 办 般 数 雪 示 式 ,例如 出 9 吕 有 
二 Ge 了 副 ) 一 和 三 . 《一 Dr 7 £3" 一 


i ky SC 1hrg, 
和 一 一 配 
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或 外 CIi02) 

(w+ 屯 一 人 tf 
其 引 
C107) mh eth or, 
同样 可 坟 座 明 


CE EE)=mB 0); W(t) md); ht)=imd), 
由 此 可 得 光一 般 的 名 复 公 式 。 例 如 
wD 一 (+ 号 + 时) he D+ )= 


i 到 (e+ Dp girs bin) = OLD) » 


潜 中 
(C108) 了 

以 上 虐 训 些 精 果 可 凡 凯 移 虞 下 国 的 一 蚂 薄 : 
C109) 


时 一 赔 翅 子 ,如 时 我 们 起 路 guo + 去 + 豆 ) 表示 仿 避 生效 内? 
画 数 , 可 以 在 第 一 行 中 找 各, 然后 再 找 与 加 辣 一 列 而 在 9 十 吉 十 喜之 
下 的 画 数 , 乞 得 
Os(v+ 诗 + 生 )=im 和 (9)。 
下 面 带 娶 热 一 张 8 画 数 的 个 点 的 家。 本数 全 (v) 和 画 散 kw) 只 
一 侦 沸 贬 型 的 因子 , 滩 因 子 永 不 般 堆 ,因此 党 且 复 党 ol(w) 等 长老 时 


301 主人 各 本 就 程 
全 (WV) 才 等 藤 学 ,90D 的 营 是 是 
二 2 20 
寺中 % 和 ww 福全 筷 整 烧 。 2o 降 之 ,每 到 夯 数 如 (wv) 的 者 车 的 长 示 


re 


= 


T= 二 no 
花 能 入 妖 画 数 的 败 点 可 以 利用 (109) 才 的 第 一 型 而 求 得 。 例 如 ， 
(0) 一 m- 夫 (4 十 吝 十 子 ), 因此 后 () 的 震 加 可 由 休 作 
v+ 闻 十 可 一 4 十 1 
决定 , 因 篇 mw 一 让 or 不 靠 认 项 之 故 。 上 式 名 
= v=(n 一 各 )+(w 一 3 一 污 
其 中 % 和 入 是 任意 整数 ， 适 翌 , 我 们 就 得 到 下 面 的 其 : 


到 


品 十 ?1T 


il 
(C110 . 二 


or 十 于 十 三 


3 上 二 二 


还 要 人 注意: 让 009) 下 的 第 五 现 立 天 匆 道 画 数 加 和 有 % 的 测 期 篇 
1, 而 夯 数 如 和 因 的 通 期 篇 3。《di0) 过 有 说 明 各 侦 # 画 数 疝 波 有 相 
同 的 零点 。 

我 何 可 以 招 召 画 数 在 做 是 南 个 购 数 ”和 开 的 画 茹 。 汉 性 一 已 答 虐 
年 玫 面 中 钧 + 他 们 是 "的 整 扫 茹 ,对 於 尾 一 已 葵 的 ” 他 介 是 上 年 平西 
中 7 的 正 期 图 炊 。 知 一 志 实 是 由 秀 般 数 (92D 和 (C10 党 上 | 之 p< 二 具 
侈 一 致 收 伊 的 续 故 。 现 在 司 胃 :作坊 二 人 蛋 儿 数 w 和 的 画 数 看 待 ,四 俩 
庙 娄 者 满足 同一 个 一 阶 斥 性 微分 万 程 ; 


俏 太 人 章 ” 转 丈 男 败 83 


C111) es) Adm 2 。 


迁 太 程 和 我 们 在 [II, 203j 中 所 褒 过 的 熟 传 遵 石 程 形式 相关 伺 。 佐 
有 im 高 例 , 柱 明 他 满足 方程 (111)。 稀 (10D 式 中 如 (的 烙 数 的 一 
般 项 2h" e092ner9 二 2261077meog 9mmy 天 蕉 儿 秘 分 十 交 , 香 

— Sm cog 2ney, 
艇 二 一 般 项 天 人 租 + 微 分 一 次 ,再 尼 4rd, 也 得 到 
dri Dine cos Dnmt) = — BN me 0s Dnt o 

同样 可 规 其 休 三 个 好 夯 数 也 满足 这 方程 。 

178， 用 & 冤 示 我 们 在 研 洛 维 贾 史 特 拉 斯 画 茹 上 时 全 考 人 三 人 
数 人 全 一 1 23, 9。 在 新 的 旋转 之 下 ,他 们 可 由 下 询 式 子 定 新 : 


C112) AC); =9wto); aeon， 

而 面 数 全 (wD 区 满足 巷 太 期 你 式 

(C113) P=) —e] [YD 一 ea] [人 Ca ~es]o 
如 我 位 所 知 , 6; 满足 条件 

C114) ¢1+ert+es=0 


菠 卫 互 不 相等 。 浊 些 数字 在 9(w) 丽 数 的 理 苍 中 有 基本 的 重要 性 。 人 能 
位 可 以 用 来 蔡 代 2 和 zu: 作乱 建造 (wD) 的 基 礁 。 各 时 画 粗 8( 史 可 以 
定义 做 第 一 并 肛 回 贰 分 
(115) “= 上 VT 和 ey 
的 反 演 。 

现在 要 用 3 画 数 在 2=0 的 庶 值 大 来 亚 示 6; 。 由 C106) 式 


一 了 工 前 Bi 四 
MA ”2 i 人 C0) .= 吉 ) 


在 攻 式 子 中 傣 次 置 w 一 到 和 2 一 o-Han 序 9= 喜 和 v= 
式 可 得 : 


圭 + 
十 豆 , 由 (C112) 


806 高 仇 散 党 数 程 


vi 
2 


1 光 at +2) 
人 


订 用 (10 的 中 的 才 简 化 鞋 列 一 式 ， 可 得 


mes 一 此 一 


Tt 
Vaan- 


Va-a= 直 各 和 - 


了 Be 本 ? 
站 次 ,再 光明 下 而 的 重要 屋 符 式 
C116) = rd, 


简 用 浊 式 子 可 及 把 前 面 的 三 合式 注 改 福成 非常 前 办 的 形式 : 
Cli7Yy e162 = 人 Wel—esg 一 让 如; ae 一 2 人。 


现在 先 泪 明 4i16) 式 。 由 《108) 


一 1 各 如 
2 全 一 i itl 本 ? 


由 此 竹 六 (和 从 1() 层 下 成 变 克 瞧 硬 和 灯 圳 , 逆 注 意 加 () 是 而 国 币 
而 其 侠 的 尹 画 数 是 个 画 数 , 印 得 


Gi v2 
11+ RL 于 :。 
一 Br 本 
MD 二 
四 


或 从 由 瑟 中 分 出 一 个 因子 四 名 符 宁 出 古 就 和 内 分 答 
am Cr | 
(Com en = es 1+ 计 而 i -| 


tl 
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四 CE 
如 我 们 所 知 , gf 在 %=0 的 痢 近 的 展开 式 中 不 舍 常 若 项 ,因此 敌 
.上 让 右边 级 首 的 年 方 算出 来 ,往常 数 项 集 在 一 起 ,其 值 砍 等 办 ( 一 ex), 凶 


_ TI 好 号， 
C118) 0 Ft) 
了 由 时 再 用 (114) 的 关 民 , 外 得 
Ee 六 + D7 
(119) 一 + 并 + 了 


在 所 有 以 上 各 区 中 者 上 请 的 小 表示 并 站 林地 。 的 名, 例 各 ， 
97 是 2205 内 9=0 时 的 数值 。 贡 CH) 式 中 全 * 一 9, 得 


Dy 


d= dmi 了 {FO=2, 3, 4 
间 模 ,在 方程 C11 中 秆 5=1, 并 各 " 徽 革 , 然 羽 再 全 "一 9， 分 得 
Bi 
训 册 一 4 A 


币 用 上 面 两 个 吕 ff 坟 我 们 可 以 息 (9) 式 政 窟 


工 ol 1 0 
人 ar 


于 从 < 大 分 .名 


本 By 3r € gr™ 
全 二 CP 
共 中 0 是 常数 ,他 和 T+ 无 并 , 即 各 hb 急 开 。 要 决定 全 常数 可 以 把 (105) 
中 话 层 中 式 代 久 上 面 的 概 等 式 ,我 们 窑 寅 出 避 些 展开 式 的 第 一 项 : 
or ht) OE C1) 

此 过 合 太 的 最 低 次 项 的 傈 数 , 得 =x 因此 就 证 明了 恒等式 
(116), 

179， 和 夏 哥 皮 的 楼 图 男 数 代 赫 礁 醒 史 特 拉 斯 的 睛 图画 数 (wy 我 
全 有 碧 世 用 另外 一 重 清 贺 男 数 , 他 们 是 在 维 研 中 特 近世 只 前 就 破 政 可 
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皮 所 履 现 了 的 。 如 党 ' 假 识 * 是 上 宇平 面 中 的 企 一 复数 ，o 租 oj 是 列 


个 数 , 他 们 的 比 之 全- 一 。 上 炭 用 避 些 元 素 我 们 可 以 造 出 # 击 数 来 。 和 混在 
定 闵 三 相 新 的 画 喜 ,每 一 个 都 是 十 在 整 丙 喜 的 商 , 就 是 说 他们 者 是 分 
再 获 ; 


Cw 
“0-20 一 和 


0 


_ col) Wh dao) 
GO 一旦 的 = 下 开 的 。 


自已 知 的 公式 
At 一 名 一 a > 
趟 : 
‘121) 
ME = ME er cn(W). Tey eT dnf 


my sn 人 Te 
和 从 示 式 志保 式 中 消去 男 数 多 (e， 可 得 出 个 存在 从 三 代 新 的 而 数 之 

鲁 的 关 傈 : 

{122) ent(w) + (ei— een =1; dns(w) {ee )sn (=1。 


身上 一 算 中 的 {I1 仆 式 知 - 
-人 


C123 e163= 

站 测 现 在 窗 数 w 和 or 仍 是 完 双 任意 的 , 窗 要 由 和 们 的 比 -= 在 
上 年 寿 面 中 就 好 了 。 在 礁 坪 史 特 拉 斯 画 数 的 理论 中 进 些 识字 不 再 受 基 
局限 制 。 但 在 夏 可 皮 丽 鼓 的 理 座 中 潜艇 已 炽 的 7 这 要 求 w 由 红 4 一 6 二 
温 个 条件 于 决定 。 洽 时 由 C123) 的 第 二 个 并 保 式 得 ; | 
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C124) 一 他 的 一 他 久 二 装填 2 2 二.)3， (ho= eis7) 


管 7 已 定 上 可 由 证 式 子 完 双 决定 , 热 后 ww' 区 可 由 w' 二 w7 来 决定 。 
壬 (124) 式 代 天 (123) 的 名 式 中 ,得 汉 


4 4 
(195) ae= 训 : a ear 到， 


各 式 右 泪 竹 和 + 市 关 傈 。 过 味 (122) 的 雨 式 可 起 改 窟 如 下 : 
(128) smn) en) =1; dn) + Pen:(W) =1, 
法 中 简 记 


至 

(127) PP= .53 。 

政 可 上 应 西数 傈 由 一 蛋 圾 * 四 改 而 造成 的 ,所以 有 阵 世 用 下 面 的 夭 
晤 : 

enew; tT); onlw; TY; dntw; 7)o. * 

帕 27) 式 定 杂 的 上 玖 需 夏 可 皮 画 区 的 棕 各 。 而 由 
(128) i 一 全 
所 决定 的 剧 移 篇 铺 模 数 。 

老司 325 中 的 第 一 和 第 三 式 相 加 , 德 

Cd1993 二 1 。 


《127) 和 (128) 责 式 定 闵 姑 和 到 入 某 些 了 的 军 值 画 数 的 完全 平方 ， 
取 一 定 的 肠 方 的 值 ,我 们 可 以 规定 入 的 值 篇 : 

如 ，y1 部 
让: “于 

回 汉人 120) 式 。 我 们 可 以 将 等 式 右 泪 各 个 伍 * 扰 关 的 因子 用 & 和 由 
水 表示 。 实 际 上 ,由 (130) 式 有 


A 
ME- 如; MF 一 时 ; VE 


由 上 列 第 一 式 , {i125} 各 (116) 式 得 


(180) 


810 识 绎 豆 可 教 性 


从 而 (120) Wk 如 下: 


a 0- 坟 
6- 艺 ) 

1890， 夏 可 皮 范 数 的 基本 性 轩 《13 卫 式 兰 夏 可 皮 画 赦 索 示 禽 两 个 
整 画 数 的 商 。 因 篇 由 (四 是 奇 男 数 , 而 其 依 落 轴 ( 人 7) 是 击 画 台 , 所 以 知 
游 sn( 内 是 查 画 数 , 而 cao 和 nkw) 是 个 画 数 。 

此 外 ， dC0)=0, 又 


Huw) 二 全 (0) ++. 1 B81, 
让 t= 2 | t=0 2 
放 由 (120) 式 得 
(132) EO 1; on(0) =dn(0) -1。 


现在 回 列 如 面 数 的 简化 耻 式 次 C109) 。 瑟 住 "得 到 改 贺 基 于 或 也 


降 “ 得 到 改 放 重 w 或 改 ， 再 利用 (t81) 中 俐 基本 天 傈 式 , 可 得 下 而 的 夏 
可 皮 画 数 的 简化 公式 起 : 
(138) 


世 十 思 二 | wrote wis | toe {raot 2 


cn) 1 1 1 dnf ， 
da(a) BLCU) 入 on | -me sn{w) 一 me 
psnw) | i dnt)| sw 1 了 | 
aa Eatw) | Keo) cnlw) cn) cn{wy 
I 他 | md) 人 
Er te} | 一 Sr fay Ed enty Qntw) 一 mn 一 Ga 人世) 


上 未 的 最 德 三 列 广 到 画 数 sn(w) 以 4o 和 2w' 篇 通 期 , 画 数 engu) 
已 4 和 30 十 2 礼遇 期 , 画 数 dn 点 2w 和 4dw' 篇 遇 期 。 
由 淡定 上 画 数 的 雳 是 的 SI10) 豆 可 点 得 出 决定 夏 可 皮 图 数 的 零点 
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和 么 避 的 表 来 。 把 种 面 数 的 过 期 也 帘 在 内 ,我 们 得 到 下 面 的 表格 : 
(134) 


过 点 | 概 是 | 刘 其 
HY 2 or 2 wt 2%’ 二 Ly ew dow FT Dvr 


cuten {on 1 oy Dn tw Con' | 1) ey deo Ht De + Bau 
dncuy (2% 二 和 志 十 C2 十 De 2n C2 2 0 dew 


贺 84 中 人 忠 道 三 个 而 数 的 光 期 平行 四 得 形 , 其 中 小 的 图 图 宕 示 需 . 
味 ,小 的 x 厂 志 示 二 点 。 因 篇 画 数 和 面 数 o(w) 都 认 有 第 极点 ,所 以 
夏 可 皮 画 数 也 话 有 军 极 器 。 在 下 图 每 一 个 平行 四 介 形 中 有 靖 杠 村 点， 
纤 褒 明 所 有 三 个 修 可 皮 画 数 都 是 具有 昌 极 品 的 二 陆风 转 而 数 。 坦 和 下 
面 的 事实 有 密切 的 斋 傈 , 朗 所 有 进 些 面 数 都 可 以 由 第 一 类 的 岩 围 稿 分 
反 演 而 得 到 ,过 些 黎 圆 积分 的 根 号 内 含 的 是 四 次 多 项 式 。 我 们 下 面 就 
要 褒 朋 其 理 和 由 。 


图 84 


181 . 扯 可 皮 范 数 所 满足 的 微分 方程 ”由 (1 人 和 (121) 十 式 立 鹿 
可 以 得 济 


多 (一 十 2cn vpn Co} 。 


要 决定 等 式 右 温 的 符 嘴 可 以 用 记 琴 等 式 的 两 过 , 然 熏 置 w==0。 吉 
性 内 w% 一 0 时 wo 一 一 2 再 和 用 (132 的 两 式 , 可 己 知 闭 在 上 面 的 
臣子 的 右 放 我 休 应 委 取 负 喇 。 赏 夯 茹 破解 析 延 拓 上 时 过 符号 蜂 然 不 攀 ， 
印 有 用 
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人 (四 = 一 2ont oa 
另 一 方面 ,微分 并 公式 


os 


SO 一 = ay 


4 sy 一 [sn 
得 到 PD -， 
- 比较 泗 两 个 式 子 ,得 

(135Y 、 [sn QD)]'=eontw) dnt, 


再 微分 4126) 中南 恒等式 ,利用 413 且 的 竺 果 ， 可 得 另 天 珊 机 碗 可 皮 
栈 数 的 微 他 公式 : 
《1867 [en 一 一 sa 人 dm [nad)l= —HsnGQen(l). 

把 浊 些 式 子平 方 ,利用 (128) 式 就 可 坟 得 到 机 可 皮 丽 数 所 满足 的 微 
分 方程 : 


(到 的 站- 1 ems) ent(e)] 
《1377 (2 =[1—on3cw)1[E?+ hen )] 


(SPE) = -0 in)], 
再 深入 研究 一 下 四 启 sn(w) 所 浦 足 的 微分 方程 。 芒 x= mm( 四 ,得 
方程 可 以 改 窟 移 
A 
其 中 当 = 二 0 时 内 有 2==0, 且 道 时 等 式 右 兆 的 根 数 应 敌 拓 1， 因 篇 由 
《182) 式 so(0) 一 1 的 各 上 放 。 分 坎 灵 散热 入 积分 , 即 得 


a dg 
(138) “| ov hi 


由 此 可 和 多 , 面 数 sn(s 可 以 由 一 个 勤 上 对 形式 的 第 一 钴 髓 加 积分 
反 演 而 得 到 。 反 过 来 ,可 以 征明 ; 尘 蕉 任 一 已 葵 的 各 数 矿 , 不 等 让 0 和 


妆 太 和 谷 ”、 特 球 丁 数 313 
1, 崎 稿 分 (138) 反 汝 的 粘 果 得 到 的 是 夏 可 皮 画 数 sh(w)。 台 和 ,就 可 以 
用 无 来 鞠 代 = 作 管 建 小 夏 可 皮 夯 数 的 苑 素 。 当 太 取 0 和 工 之 于 的 实效 
薰 值 的 特别 情形 ,我 们 全 以 保 角 罗 换 的 机 点 赂 翔 研究 过 积分 (188)。 泛 
时 西数 有 一 个 实 尝 期 和 一 侦 范 碟 数 的 遇 期 ;我们 分 别 以 4 和 2 下 写 
之 [167]。 和 现在 的 攻 睹 比 喜 , 邹 得 ; 


TT , [7 
下 一 一 可 他; 和 一 六 一 07 一 可 全 T。 


TI82， 加 法 公式 ”考察 炙 数 4 的 三 个 面 骨 :PK 一 SC 十 办 ] . 
=on ent ga) =dn dant 其 中 ?篇 任 次 定 数 。 
利用 (133) 雪 不 妾 共 明 所 有 租 些 画 数 者 已 2% 和 2w' 篇 遇 期 。 在 sn 
或 sm 全 二 力 的 枝 点 曾 数 pit) 有 音标 点 。 利 用 (134 知道 淮 些 荆 绢 
就 是 和 或 一 ?十 o 相差 需 肖 期 的 旧 , 序 相差 形式 侈 mn2o+w2u' 的 点 ， 
其 中 % 和 n' 是 枉 深 整 戴 。 在 以 向 量 2w 和 2 各 簿 所 必 的 基本 再 期 下 
行 四 以 形 中 ,这 种 贴 涡 然 率 有 两 个 ， 济 共 其 他 十 画 数 Go 也 有 同样 
的 精 果 , 迁 说 朋 所 有 三 侦 矿 获 都 是 名 2w 和 20' 乱 通 期 的 二 阶 棋 图 西数 ， 
他 们 在 衣 期 斑 行 四 四 形 中 种 有 和 十 候 昌 概 点 ,其 中 一 个 是 w' 。 可 忌 通 党 
有 玩 取 常 数 4 和 B, 便 得 下 列 责 画 苑 
《139) pa + ApW 和 gl) + Bpits) 

不 以 4=o' 篇 烃 器 。 洛 怜 如 此 团 取 的 常数 和 4 和 BC159) 中 每 一 莉 数 在 
珊 期 平行 四 渤 形 内 届 牙 有 一 由 一 阶 榴 昧 ,因此 他 们 必定 都 等 改 常 数 , 因 
筑 不 存在 一 阶 崩 园丁 散 的 娩 故 [168] 。 还 柑 , 我 们 可 以 知道 : 省 如 定常 
数 .4 和 了 时 下 列 两 并 癸 式 成 立 : 
C140) { cnCwyen(w 二 人 十 4snGQOsntwt+t 人 二 抽 

dnaddnGi+ 人 D+ Bam)sn(yty) = Bi, 

4 B, 4 和 Bi 类 访 多 数 如 而 首 是 常数 ;但 由 们 的 数 秆 人 秆 和 ?的 团 
取 有 天。 现在 我 们 求 决定 全 下 党 工 。 藤 (140) 式 中 填 w= 二 0, 立 唱 得 到 

A=0on(w); Bi~dn(w), 


214 党 图 获 学 - 教 和 政 


关 稚 4 微分 (140) 式 , 然 钱 再 全 一 0, 基 由 C135) ,《136) 和 《132) 知 
有 有 : 
: [oan] + Asn(W=0 
[dn Bsn =0 
傈 用 (136) 式 , 印 管 
A=dn(W),， B=BonC), 
往 半 些 常数 的 数值 代入 (140) 中 ,最 熏 得 到 下 列 两 阐 侨 式 : 
f cnONenwt DD) dn sn nt) 一 Cn 
t dn@ndnGw ttn Qn sn(t = dn , 
有 还 坪 式 可 以 看 作 关 施 汪 和 1 的 恒等式 。 改 苹 乱 (一 四 9 篇 避 十 贡 ， 间 
得 


(143) 


ontwon(o) —dnCw tad =enCo) 
dn dnoy) —Rentyt+ Wn = dt 
由 上 二 式 可 以 求 cn 十 信和 dmCw 十 从。 代 玉 《C14 了 DD 的 第 一 式 可 
以 求 得 sntw 十 人。 温 样 ,我 们 就 得 到 下 列 三 个 加 法 公式 ,他 人 科 把 十 侦 柳 
数 4 泪 4 之 和 的 夏 可 皮 图 数 用 每 一 释 知 的 及 可 皮 夯 数 改 示 出 邓 : 
snku 二 内 一 Con de oan oon)dn) 


1—en (wsn ey) 


(142) 4 cncuto) = cn(twyon = sncw dnasn( dn(y) 
(Ws) 


— sn en 


dankwu 十 办 = dmngmdngny —PenCw on (enenty) 


1 kien2 (wsn?( yy 
前 两 式 和 通常 三 角 画 数 的 加 葵 公 式 角 类 伺 , 序 正 张 夯 数 和 藤 蓄 画 
歼 的 加 证 公式 。 徐 者 实际 上 就 是 8 一 0 时 的 套 可 皮 盏 或 。 国 仿 营 在 稿 
分 (11338) 中 令 一 0, 邢 末 通 的 反 演 就 是 4 一 sinw。 而 由 (126) 和 (1329) 可 
知 得 时 cn 释 需 cosu 。 最 德 , C126) 的 第 二 式 襄 明 党 $=0 轩 国 数 
dnQD) 恒 等 臣 1, 因此 没有 和 他 相当 的 三 角 而 数 。 
183. 图 数 了 (ww) 和 snl 之 并 的 胃 傈 现在 决定 情 贺 面 数 人 Ce 
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和 sm(o) 之 阅 的 关 傈 。 取 一 个 内 20 和 2%' 篇 明 期 的 画 数 8Cu3。 利 用 
上 生平 面 中 的 复数 *= 包 _ 作 出 了 面 数 ,再 由 (1307 和 (13 了 两 式 作画 数 
sn(W)。 一 般 耐 洽 ,上 迟 维 雷 史 特 拉 斯 画 数 的 过 期 2o 和 2 不 一 定 江 
是 甸 件 a 一 es=1。 山 上 询 肥 式 可 得 下 面 一 些 关 刁 式 (117): 


9 
a-a=(E) 人 ar-a=( 忒 ) 4; 


3 
(Wy) 8 1- 如 =- Se 
对 般 丽 数 snQD, 代替 2w 和 2c 应 有 新 的 数 26 和 2%', 如 我 们 所 
知 ,他 们 基 由 下 列 休 件 所 决定 : 
144) 25= TH; 97! = 27T 


C143) 


f(D) = By 

殴 2 一 2 省, 4201 = 二 261', 由 (133) 表 知 画 数 了 (以 2w 和 2w' 党 肖 . 

由 (3 人 D 表 知 了 (0 的 拯 点 篇 %209 十 W201 其 中 多 和 ww' 是 性交 整数。 

温 樟 , 画 数 Cw 就 和 夯 数 8(oo) 一 樟 以 2% 和 2ur 篇 角 期 , 且 在 基 
本 亲 期 平行 四 巡 形 中 有 了 唯一 的 一 障 极点 4 二 0 。 现 在 区 明 ju 在 沸 郴 
点 的 无 限 部 分 也 和 9) 一 楼 等 人 5。 实际 上 , 因 仿 sn( 必 是 奇遇 数 ， 
由 (132) 式 知道 他 在 4% 一 0 的 产 近 可 以 展开 篇 

Sn) 一 名 十 Cd 二 5 十， 

从 而 


一 二 二 
i 一 CT 于 Te 本 d+ 
敬 在 0 


入 1 
fu) ~ wt 20 二 Nd 


816 疝 ， 笑 获 学 教 和 匆 


过 就 是 我 个 所 要 冲 明 的 。 国 版 ; 画 数 (wD 和 醒 数 tw) 在 过 其 下行 四 
演 形 中 有 相同 的 概 哑 以 民 相 间 的 扰 月 部 务 , 所 届 他 全 只 凑 一 个 常数 项 ， 
印 


(14) la) = = 0 
了 妥 决 定常 笋 0 可 分 w=-o。 治 时?(w) =a, 由 (153) 表 
Oo 一 sn 全 一生 六 = 
代入 (145) 式 ,得 
(140) C=6é1— Mo 


由 (143)in(144) ,可 和 
2 一 2 一 全 20 一 2 a ey 


前 he, 
代入 (146) 式 ,得 0 二 6s 。 
话 用 等 式 (143) 和 《114) ,可 奖 常 数 忆 写成 
pr L+H 
3 


”最 德 竹 到 下 面 的 陪 殉 画 戎 ftw) 和 sn(w) 的 央 尺 式 ; 


口 


一 外 


(4 FD= TC te 
区 
(148) CO 


Ev 3 
184. 掺 而 学 标 ”在 为 委 向 是 由 最 江 用 到 入 图 清寺 ,现在 裕 请 沪 镍 冰 歌 的 一 些 最 基 术 最 
入 旦 的 列 用 。 各 一 是 以 加 区 黎 在 罗 先 空间 二 回 举 标 苇 的 虞 有 用。 我 情 在 IL, 1 人 前] 市 已 轻 吕 到 
尖 壤 加 坐标 了 。 现在 我 们 把 一 些 要 用 到 的 柬 西 浓重 称 一 下 ,证 且 再 洋 一 点 确 光 性 人 赏 5 把 各 阴 
用 浊 的 开 芝 改 炎 一 下 ,好 政 吕 ;如 和 吕 篇 一 避 ， 一 如 和 一 0 帘 出 方 鹅 : 
(149) Ea 2 


Pi 方 一 本 
近 天 一 家 申论 了 的 二 次 方程 。 芭 长 下 辣 企 一 青 稳 篇 (5 ,gy 有 0 的 路 方 保 (149) 有 三 个 实 


让 1= =0。 
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程 : xp 和 2? ,请 足 未 竺 式 

{1B0) A 

各 三 咎 芍 玫 符 蓝 野 的 概 丙 丽 灶 。 敌 了 各 更 出 现 答 屿 ， 我 例 恨 人 23 和 “都 不 鲜 认 等 , 例如 ， 
证 zy 和 :2 痢 是 正 的 。 著 於 方程 (149) 申 是 =>%， 则 撩 一 棋 辕 面 , 释 通 已 锥 的 点 ; 赴 A 二 1， 
笃 一 黑幕 急 曲 而 ; 芭 6 一 2 得 一 峙 更 印 侧面。 我 仍 逢 前 知道 童 稳 半 面 一品 艇 ,4 一 常数 旬 
?一 常 戏 各 各 互相 正 交 , 就 十 撤 , 短 回 符 丢 是 正 交 年 桂 。 现 在 要 半 鲁 将 起 角 坐 神 谈 示 委 术 网 
条 标 的 公式 。 将 方程 (149) 的 并 进 通 直 ,注意 牙 子 脑 旺 p 的 三 灵 字 项 式 ,最 渍 欢 项 的 全 数 
是 (一 1, 三 个 者 吕 是 4 4 和 + 刚 得 邵 於 产 抱 全 铝 趟 


上 22 ¥ ed A bk 
{16D tT 
贞 (一 号) 著 笨 式 陋 迁 , 然 籁 全 C= az 部 得 芭 约 志 示 式 , 同 榜 方 法 可 得 妨 和 ?的 坟 东 式 ; 
a 
a2 C2) a es) 


2 (0 (v2 
(159) P= a 


(Me) CH 02) Cv— es) 
CTC 


再 在 要 区 引 精 图 丽 谭 下 区 震 元 的 平方 前 公式 。 朋 ( 直 的 各 式 牙 收取 可 雪 下 和 滞 趣闻 得 


XT2= 


三 一 


ww dr 
Tw A A 
oy 如 和 du te 
3 yA + 一 酰 Toa 
dz_ oh 三 由 oa 
2 西 十 证 eo 
侯 问 及 XY 和 和 # 庚 上 三 式 ; 看 方 祖 加 ; 如 得 
C153} d= Ld + Hd Nr2 
英 补 , 饥 如 
Gd 12= 


Ca Mb" (Xone 
注音: 《159) 或 的 右 亿 不 刚 舍 有 而 1 再 形式 的 号 入 , 因 埋 各 因 坐 神 是 正 实业 镶 的 雹 训 
[II 180]。{154; 式 的 太 连 谨 在 可 以 证 江 改 高 | 鲁 浴 p 给 分 全 和 式 避 61), 笑 忠 , 航 管 再 这 
P 二 和 的 得 


ed -A (pr) 
于 ， 
dp CoO) po) pa" 


于 总 8 的 公式 就 证 下 帘 生 : 


一 多 一 向 必 一 区 
《1 人 


《一 和 (一 的 
Dt pT y+ 


十 CA du 
Te er 
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已 权 知 进 了 弥 单 区 的 类 示 式 以 秆 我 俏 可 以 富 出 咕 固 举 标 下 的 拉 普 术 斯 寿 程 [II，119。 
管 简 链 让 下 竹下 面 的 3 号 
A= po po 
[二 
wm RD ee RD ee JD 
其 中 族 吾 R 网 下 全 又 区 20 0) 和 和 jv) 是 正 的 ; 而 了 (0) 0。 在 彤 园 举 各 下 的 控 普 控 
斯 才 程 毫 巧 : 


{156) Lm 


Fr ou 
ey gw TO 


ON 
+ (I 757 天 
其 中 后 二 项 可 以 耻 前 一 须 释 肖 央 於 x。 天 和 > 的 栓 换 而 得 。 


185. 横 国 函数 的 注入 ”现在 由 下 列 公 式 半 大 新 的 必 效 ae， 8 和 7? 内 车 代 原 来 的 贰 数 
A 2 


人 _ di dp 
Td; pO; Ys 
就 是 用 ,8 和 和 7 可 以 芯 亦 藉 2 A 攻 2 求 示 坊 第 一 起 本 回锅 和 描 的 展 涛 ; 息 滔 来 , 笠 者 出 答 前 
考 的 局 面 阔 瞬 。 异 击 (157) 知 存 


{157) 


i 
MD 二 
等 三 式 ,其 耐 (156) 式 就 可 以 改 罕 篇 : 
(158) +t 


现在 回 到 (1152) 式 ,我 伟 要 楚 野 *, 和 是 新 的 悉 复 a, 8 和 ?7 的 坚信 图 歼 。 袜 床上 ,者 
党 (157) 中 出 现 的 根 战 


~ p= Dp De, 
由 六 一 多 十 对 
引 赣 多 喜 上 点 代 芒 中 汪 条 & 是 党 考 。 我 向 有 
CP- p00 et tm 0) 
其 中 ep 基 胃 於 引 的 三 次 式 的 等 站。 比 磐 全数, 得 
2= pHael: b= py 1 ec 一 六 十 Ce o 
首先 ,如 请 话 妇 五 ,使 埋 
十 E83 二 0 
和 昨 p= tt 
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衣 座 一 来 , 三 数 ok 除了 一 个 常 吉 因 于 8 其 外 可 以 完全 雇 定 。 急 眼 省 因子 是正 的 , 如 入 
ea 於是 有 


ge 二 2 一 下 十 b2 二 人 
1 号 
{169) 6s 一 太 一 十 人 十 冤 
2 
sor=0— et 
由 下 可 得 
C160) 2— PB) A OP es) Home tse 


冯 由 Pp 三 二 利 忆 前 的 三 弹 式 子 相 沽 可 笃 : 
P— m= 0) Pp— P= 69); p— 人 P= 6) a 
在 新 的 色 歼 之 下 争夺 式 了 P) 可 己 高 成: 


fp = tt et a) (it— ea) a 。 
蛋 
(161) 2 一 = 十 s 呈 ， 
区 1167) 的 第 一 式 种 苍 : 得 
* 2 ot 


I eta ed 
坎 中 等 起 右 呆 略 去 一 个 不 虹 坚 要 的 任意 灌 数 须 。 
秀才 吉 简 单 时 并 =9, 将 上 征 攻 反 流 即 得 ?= 外 (4) 因 篇 由 a1-63 二 68 一 站 知道 模 忠 中 
的 多 项 式 有 和 [178] 中 同 弹 的 形式 。 
将 t=) 代入 (181) 式 ,得 


(169) = (en), 
邮 谍 可 适 
(168) n= tt F498); v= tt Fagty)o 


往 (159)，(100) ，CL62) 和 C88) 四 式 民 区 153) 式 , 色 
od er [CIB) —erlL9Y) — #1 
《人 ee 
_ at {toa) — er CHEB) el[Y CY) — #0] 
(16) 和 (Eg— eo (en— 1 
49 — eal[ $B) ~ eI [六 一 3 
(53—61) (es — ea) 
具 二 和 若 志 甲 戏 子 风 年 一 因 和 于 共 旺 aa 8 或 了 指定 信 国 又 的 党 全 平方 [170], 亲王 演 些 不 
子 就 定 访 %,Y 和 3 壳 和 YY 竟 悍 估 肇 祈 巨 康 。 由 682) 和 和 (163) 知 在 新 竟 改 数 下 拉 普 控 


= 


8 高 等 数 可 雪 下 
录 态 程 收 优 ; 
《165) [8 一 PKB 门 村 三 十 [ga 一 FI 


155. 杰 椅 方程 湖 近 社 控 斯 方程 (16) 几 用 通常 的 民 构 科 放 法, 业 要 求 其 形式 如 
(163) UA BB OUY) : 
的 盟 , 其 由 -fa 生 时 的 丙 鼓 ;如 (8) 靳 基 上 的 加 散 , O09 详 司 7 的 融 就 。 和 代入 (3 四 式 ， 
茜 丰 44( 的 号 (及 CI7) 除 之 ,得 ; 


FCF) -$F =0 。 


PBI Ea) #01 8) 
OD- -91 


瑟 知 车 (185) 中 的 三 个 西数 部 痢 吕 同一 个 一 内 人 微 于 族人 程 , 即 : 
Pa) bi Ba) 6 Sa) 5, 


8) 01 ce- 
+E$(8) 一 90] Ge =00 


A 已 (有 CC 
出 (169) 嘴 趣 (185) 芍 解 。 乱 击 ,我 们 考 琪 全 必 信 地 焉 再 其 亚 娄 的 二 障 从 对方 我 
C07) REC fo +8I Ri) 0 。 


将 党 ,我 们 五 深 定 常数 ay 使 得 方程 (76) 的 一 般 艇 已 妇 的 时 全 囊 芽 。 在 4 二 0 的 部 兴 贷 
数 cgk) 二 3 可 以 民 阴 各 


BT mp 要 


国 此 在 潮 正 风 亲 办 周 的 庆 空 方程 是 、 
{158) pip-1)+a=t, 
要 得 到 昌 值 解 必 需 坦 万 稻 的 相 妃 吾 敲 。 月 省 方 程 责 棚 的 和 起 撩 十 1， 所 以 他 的 想 脱 感 
一 用 9 十 1 其 休 基 十 正 本 吉 焉 需 。 过 样 , 币 柳 的 可 让 值 虹 革 是: 
C159) Su= (1) (=, 1, 2 ) 
匡 招 说 来 , 以 上 我 们 只 瑟 阴 了 等 式 (189) 是 一 般 解 起 忠 值 的 演 昔 包 件 。 现 在 立 昌 全 也 是 
冯 务 如 件 。 帕 洲 攻 六 程 的 一 积 剖 识 知 涝 莉 0 二 一 p82 十 1} 时 壤 程 志 的 }) 的 一 个 牌 让 原 监 总 也 
近 可 慨 民 并 人 司 
€170) BRE) tte 二 )o [RE 
但 是 党 我 何 改 吧 全 (一 0 绪 注 强 {107) 不 榴 , 鼓 知 车 政 (170) 由 的 tt 全 (一 办 ;所 答 仿 
臣 纪 067) 的 弃 ，。 运往 得 习 的 证 朵 站 和 和解 (170) 藉 差 一 候 常 数 畴 于 , 因 芒 条 (1 和 0) 王 全 各 性 山 闪 
的 方程 [67) 的 另 一 衣 让 如 二 9 的 附近 具有 完 侈 不同 的 芒 和 外形 吉 。 册 站 葵 再 可 知 他 7 站 臣下 
的 黎 航 数 椅 诛 舍 的 外 实 囊 ,他 
tl171) Be untied cotter) (向 庆 的 
刘 伯 习 所 已 略 , 方 答 (187) 的 第 二 全 外 可 弄 由 下 式 笃 到 [II 2 


A 
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该 A 站 宝 (catema4etnt 上 …)-3du 


被 被 分 夯 敦 在 w=0 的 除 近 的 民 开 沁 其 色 合 的 贫 次 轿 , 帮 没有 含 w 的 项 , 稀 而 Ra 
让 和 不 会 到。 办 晤 方程 (6 站 的 两 侦 往 本 解 在 w=0 的 附近 艾 名 举 值 。 惧 上 前 答 萃 可 内 完 
同 树 于 谨 用 热 方 种 《167) 的 任 一 阁 要 点 。 省 些 奇 匡 点 是 % 一 吧 1 十 ia， 扶 中 和 3 二 
(的 通 期 ,ma 和 ra 胰 任 意 整 戏 。 迁 机, 方 稚 (187) 的 任 一 解 在 方程 的 谷村 点 客 可 能 有 覆 
点 ,所 贞 蓝 基 “ 的 音信 画 数 。 

物 民 06) 式 市 计 常数 的 汗 民 坟 方 程 (8 站 ,得 


(C172) nti) BI RY) =0, 


通 沿 入 需 来 梅 方程 。 常 骤 己 麻 章 王 雇 这 ,使 得 让 程 (1727 的 解 或 仿 ga 的 党 项 式 ,或 乱 得 种 
多 项 式 和 下 列 形 式 的 国 数 的 荡 秘 ; 
PEI ww 全 人 ea /PUH) -ea 
导入 形式 前 因子 可 能 有 一 个 ,页 何 政 三 个 。 可 以 姓 罗 满足 过 种 休 件 的 洛 丝 也 的 撤 侍 有 (9n 十 IT 
个 。 知 Bo(w) 是 簿 样 的 方程 红 72) 的 解 , 册 可 性 控 普 拉 斯 方程 的 解 
Botey) Ratt) Ro(Yy) 

是 曾 估 坐标 o 9 和 2 的 革 次 多 项 式 。 轿 座 因 定 的 nn, 演 稳 解 有 有 (2% 十 了 令 , 通 党 猎 壳 来 标 西 
搁 。 泛 些 争 项 式 题 舱 利 我 们 从 前 话 滔 的 球 茵 数 有 容 切 的 站 祭 ; 

I87. 蛙 扬 ” 曾 操 逐 劲 药 研 究 可 以 作 需 夏 可 颇 西数 的 虑 用 的 一 个 最 往 明 的 便 子 。 假 融 让 
轩 世 起 盈 的 尝 重 针 患 滑 染 光滑 的 圆周 表 
蝎 。 到 备 宗 的 了 和 2 加 在 加 周折 在 的 
平面 下, 男 必需 原 昌 , 切 融 稚 相向 .上 ,名 
1 壳 困 前 竺 和 伍 。 沉 上 8 时 视点 征 最 话 累 
Jotz 二 一 如 黄 补 速 m 于 八 。 因 篇 副 说 
的 省 加 等 认 填 为 所 作 之 坊 , 疲 得 : 


冯 党 硬盘 := 和 而 同 欧 扒 醒 点 4 
看 由 间 和 < 三 如 二 2 看。 团 (78) 起 霹 好 
和 道 隘 有 44。 最 之 动 麻 队 蕉 图 局 上 的 Xed! 枉 上 《图 强 ) 我 们 在 xz 二 一 Icos9， 般 
二 i039 二 HH 二) 。 因 回应 
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va 22 
有 
夕 丽 方程 (173) 可 以 改 寅 
my =20 C04 cone) 
或 出 宇航 公式 
(wa -an 
从 而 
， | 站 dg 
[| 2 1 二 一 一 一 一 
-3 J sina 人 sin2 寺 ” 
避 效 我 们 候 甬 淮 2 珍 加 时 也 得 加 。 
Bin 一 Si 各 


相 渤 新 的 攀 瑶 开具 代 5, 牺 壮 并 坏 式 谷 和 ,得 到 


2gin% an 
dl=—— dr 2 他 rs 
cos 一 sin 
- 38ia 呈 
争 ] d= dr 
1- Tein2 
代入 (7 划 忒 , 训 住 芝 ?二 0 暗 站 =7 二 
Fl dr _ 
rr (2= 一 sin3 芝 
从 醒 
= g 
(175) z=sn( 4), 
胞 用 夏 可 上 度 疾 区 已 如 的 性 寅 有: 
CL70Y 


(sing ensn( /3 0)=tsn(, 训 ) 
(sr 


其 中 插 方 枫 取 正 跑 ,四 篇 f=0 味 浆 有 0=0 。 出 土 二 式 可 以 把 辟 点 的 佣 笛 和 # 毒 未 咎 ?了 说 
旱情 两 药 。 
现在 得 避 (173) 式 中 的 党 歌 9 大 於 1 的 情形 。 我 们 可 以 慌 寅 糯 式 炉 : 
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A) =29(eTicos 信 一 3y(a 二 1 一 2sina 人 
葡 
(9 nF Paar b(n), 
其 中 
(1738) R= 下 


和 
显然 痊 K3<ITL。 斩 (7) 式 入 和 肥 ,得 
= 
0 .1 na 


我 申 pd 3rtath) a 


引 乾 新 的 所 数 + 二 ain 生 以 代 8, 得 : 


ee 
庚 出 T 一 si 各 一 sa 二 ah， 
向 说 可 得 : cos d= J Lan = on(). 


印信 在 温情 形 之 下 由 吉 各 公式 仍 可 将 和 村 表示 般 昱 沿 的 音 信 醒 吉 。 
188. 保 角 虹 兵 的 饥 子 ”我 们 淮 前 知 尊 当 0< 交 <1 昧 加 数 


= dz 
(179) «=f ww 全 一 和 人 一 二 可 
几 上 中 # 平西 误 符 9 平面 中 的 其 方形 ， 因此 反 醒 表 :一 sn fwi 从 就 畦 其 方 祖 提 舌 上 他 在 而 。 
此 方形 的 选 其 出 积 共 : 


re 5 Tj | T= Tp 
所 淡定 [167]， 其 由 2 十 k2 一 1 。 因 由 共 方 形 的 各 其 之 比 可 以 是 仔 黎 的 。 抢 [17 的 式 的 有 得 
活 上 一 个 常 歼 因子 于 ， 可 以 所 到 任 千 各 站 的 共 方 型 ,出 *=snfhtr; 甩 有 将 汪 且 方形 楼 得 沾 
平面 。 现在 要 征明 遇 且 方形 做 图 的 面 对 可 以 用 雁 坦 下 竺 折 斯 醒 数 oCu) 来 沾 孙 。 在 平 鲁 上 
任 取 一 乓 万 彩 后， 其 顶 便 的 生 标 牧 00, 四，(ay 0)，(a 可 和 《0, 9 。 假 屋 剖 数 :二 (区) 
权 所 党 中 你 辕 , 心 下! 内 半 的 一 夏 必 ,办 篇 辐 心 。 欧 煌 了 vw) 越 通 联 灶 (0, 0) 和 (a, 中 的 过 
址 析 直 拯 出 去 , 则 由 对 帮 原 理 , /Cw) 缀 另 一 县 方形 Ks 党 畦 信 因 的 外部 , 了 和 FE! 出 世上 刘 
一 办 各 对 和 。 虹 位 国 的 外 部 即 医 域 1z| > 二 Eg 让 和 (名 作对 各 的 下 信 一作 可 入 过 区 域 申 的 
二 限 过 器 。 册 认 反 射 的 黑 散 性 可 知 f(s) 识 十 19 篇 举 改 点 ,内 + 一 做 单 柱 目 。 如 果 我 全 


1 这 起 就 闪 地 程 


择 作 两 瑟 右 疹 3 和 4, 修 次 可 玉 1，Ks 关 放 刻 轴 入 对 帮 ， 那 末 Ey 菏 被 Fa 氏 筷 区 域 
| 21 而 下 3 将 被 和 殖 壳 隐藏 12 二 t 同 暗 5= 一 上 一 启 将 基 太吉 的 音 轮 台 ,# 二 一 5 十 
二 了 符 是 天 ay 的 从 本 下。 - 
和 67] 中 完全 一 镖 可 以 下 明 7 是 个 凡 2 和 9i 篇 授 期 的 杖 回 男 误 , 基本 通 期 平行 
了 过 带 { 县 方形 ) 是 由 上 述 西 揣 县 方形 所 插 六 ,前 面 设 肖 归 那些 办 张 和 极 些 就 是 vw) 在 肖 期 
地 行 阳 示 形 市 村 人 引 天 酸 驻 的 全 部 。 
置 由 一 35， wz 二 20%, 作 炎 国史 特 这 斯 醋 堵 9(4W) 内 芝 另 一 开 蚜 


Aouttn) 
C180) PW Tt 

在 上 汉 导 期 斑 行 四 壬 形 平 他 冶 各 六 o 局 楼 的 棕 徘 芭 和 四 纯 引 。 现在 去 冰 油 本 部 也 己 
人 1 利 | ua 篇 肖 其 ,守卫 地 (0 机 了 Cn 竺 误 逆 一 个 证 数 因 了 于。 认 肛 1) 式 所 东 陋 数 ria 的 性 
发 ,可 寅 


ni Gm -Etafa 二 ED 

全 
i 

gtr t7iD oT 7n) 

迁就 是 我 从 所 要 钟表 的 。 国 有 
ps 
1/0- 
现 决 定常 烧 口 可 全 =0, 收 写 上 式 涡 


(181) DO $1) clein) 


{ETI otE—itny° 


PT = 


plu), (b=1,2 


电 束 数 "fao 的 定 闵 . ， 
TH) = I 一 jc) 
其 申 名 =m24 十 mz20; 。 恨 庚 4 已 竖 的 。 因 各 汶 本 腾 停 座 所 有 mm 让 | 113 的 整数 储 除 了 
#4 二 gD 内 放 ,就 可 将 其 巾 每 责 因 于 料 隐 擒 避 一 ?nz 而 符 驻 棚 反 的 ?oa 消 , 洁 合 济 越 来， 
车 tp 二 0， 别 血 麻 准 因子 基 裤 的 。 

固 此 在 运 梯 的 情形 过 下 ， 前 营 信守 数 而 ws 篇 部 典 数 上 时， 对 撩 宕 数 a 珊 数 sf 补 取 
密 镭 。 由 消 需 捧 理 , 猎 趟 习 的 夫 巾 什 夯 表 ta 的 信 亦 汽 共 证 。 固 此 入 六 (181) 式 右 过 每 一 
共 数 的 熙 子 和 和 臣 嫩 是 具 祷 的 ， 从 而 每 一 芬 阔 的 范 双 信者 镍 盘 荆 。 开 需 喜 式 的 左 过 。14 = 一早 
基本 县 硼 陪 Ki 的 醒目 , 伺 扒 号 广 背 的 周 办 上， 所 以 了 0) 亿 於 于 贫 大 岗 上， 部 | 其 号 1 = 于。 
窗 人 8 二 式 拓 1 一 二 鹿 避 一旦 ,其 中 如 是 俩 宾 散 。 最 芭 部 每 元 号 方形 Ki 谷 理 位 加 的 阔 数 


二 I 
192) NDS rerio eae 


好 的 器 也 丰 天 重要 ,其 信 鱼 现时 罕 近 回 术 车 固 心 糠 劲 一 个 角度 。 
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区 89. 也 备 知识 ”着 附 锋 的 目 的 是 要 鼻 明 我 们 在 LHDH， 27] 中 提 汉 
驳 而 没有 亲朋 的 一 个 命题 。 首 先 , 访 我 们 输出 过 个 命题 。 假 设 < 是 一 - 
个 方位 , 那 末 常 可 找 浏 一直 行列 式 不 锻 航 零 的 万 耻 玉 使 得 方 小 4! 
和 媳 相 岂 , 且 有 所 杀人 角 入 (或 洗 角 粮 ) 方 陈 的 形式 


《TI》 了 .44 天 1 一 5 人 人， To Cho) ss Loy Go] 
其 中 考 阵 五 必 ) 的 形式 如 下 

,3 0, 0, 5 0， 0 

‘1, A, 0, 0, 9| 
(2) IT, = :0, 1， 入 ey 0, 1 


0, 0, 0 eos 2 "| 
10, 0, 0, 1 | 

足 贱 p 袁 示 二 隙 的 阶 数 , 是 主 对 和 角 闵 上 的 元 震 。 若 p=1, 出 方 
障 五 (入 退化 需 一 数 。 证 明了 进 命 题 切 逢 ,我 们 再 在 若干 主要 之 磺 委 
以 补充 。 

首先 , 蔬 我 们 回 德 一 下 相 介 方 阵 的 郁 何 总 堵 。r 阶 方 人 4 可 已 悉 
党 nn 休 空 间 中 的 一 种 过 算 , 贡 使得 过 空间 烃 过 一 次 乏 性 名 换 。 由 [IITT， 
211 我 俏 知 道 方 陈 4 的 形式 栓 於 坐标 , 序 基 本 骨架 ,的 玩 到。 履 4 代表 
划一 定 坐 枝 有 系统 下 的 一 个 趟 性 交换 ,又 珊 将 空间 各 通 一 借 坐 祁 畦 次 ,使 
丝 每 一 向 草 的 各 个 莉 支 量 可 以 由 他 的 各 个 着 支 量 藉 沟 换 7 而 竺 和 到， 更 
末 在 新 坐标 系 称 下 我 何 的 乏 性 沟 搞 蔽 由 方 陆 FF-1 弯 伐 囊 。 导 科 , 基 
本 上 讲求 ,我 们 前 而 的 问题 就 启 灶 到 ,六 谎 售 举 标 系统 下 由 方 阵 4 所 代 
求 的 入 性 炙 筑 变 咽 一 个 最 基 当 的 坐标 系 贸 ,就 是 楼 各 取 一 个 坐 医 
系 狼 ， 司 得 我 们 的 移 性 构 挤 在 过 坐标 条 枕 下 可 过 用 形式 如 (1) 式 有 洪 
的 方 阵 求 代表 。 
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在 解决 性 个 冉 题 之 先 我 们 先 议 一 串 统 笑 要 用 弹 的 预 情 知识。 其中 
大 部 分 是 我 们 从 前 诸 通 的 ,但 是 答 了 完 刁 起 见 , 把 他 们 都 罕 集 在 一 起 。 

首先 ,家 上 明 我 们 以 前 常用 到 的 子 空间 的 构 念 。 性 贡 ，…, 加 是 实 天 
二 候 控 性 独立 的 向 量 , 其 中 <n 那 来 直 
<8) C1R1 二 -+ cr Es 
所 决定 的 向 司 的 从 钵 ,其 中 6 是 些 任 意 常 数 , 稳 篇 由 和 个 向 且 所 决定 
交 上 了 订 子 空 阐 。 过 可 以 粮 一 策 黑 此 相抵 的 子 空间 的 定 丸 。 种: 子 空间 
汪 潇 足下 型 评 个 修 件 的 阅 量 全 体 所 成 的 集合 : 如 果 革 一 向 量 3 万 於 肖 
全 全 , 那 来 澳 钥 任 一 常数 o, 向 量 cz 也 属於 避 货 合 ,如 果 十 向 明和 四 
字 局 藤 避 集合 ,名 床 他 们 的 和 十 Zo 也 用 艇 证 集合 。 摘 芝 之, 以 数字 
绍兴 集合 中 的 向 量 或 呼 集合 中 羡 向 基 相 加 , 千 果 仍 任 得 到 温 保 合 中 的 
向 基 。 

忆 欠 我 僻 要 用 到 下 型 两 稻 定 闵 子 空间 的 方法 。 琢 卫 优 一 汪 队 方 
二 ,是 % 严 空 册 中 征 一 提 向 车 。 由 到 式 
《于 7 E=Pr 
所 锯 定 的 向 量 的 公休 显然 底 一 子 空 间 ， 他 有 时 可 以 等 蕉 又 空间 。 宰 际 - 
上 上 , 若 某 一 问 量 台 = Pzs 属 收 洛 和 集合 , 刀 向 其 c1&1 一 PCez1) 也 属 蕉 得 护 
合 , 若 填 各 量 训 = 了 zi 和 忘 = Pzs 属 讨 过 策 合 , 则 其 和 下 十 所 一 有 2 十 
十 2) 是 然 也 局 放 过 第 合 , 因 贞 ,党 邯 任 音 寿 动 时 ,由 (4 ) 所 次 定 的 癌 量 
至 朵 砍 租 一 子 空间 。 加 我 休 所 知 [III1, 16] , 才子 空间 的 灯 数 等 南方 阵 
卫 的 秩 数 。 

现在 青丝 第 二 种 定 闵 子 空间 的 方法 。 宜 @ 是 个 n 除 方 隆 , 考 察 满 
是 交往 
{62 Q5=0 
的 向 量 的 到 虞 。 和 前 面 完 益 一 楼 可 以 区 明 污 向 伪 的 集合 是 一 个子 空 
辣 。 如 [Ii, 14] 所 知 , 迁 是 一 个 坟 革 的 子 空 浊 , 如 果 方 障 Q 的 秩 数 等 
藤 %* 一 上 的 证。 
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说 到 子 空 滑 时 我 何 筑 然 候 认 过 个 向 量 的 集 台 不 是 空 集 ,就 是 范 , 他 
的 雁 包 含 不 篇 零 的 向 盘 。 吏 在 刁 弄 在 什 膝 情形 下 (4 ) 式 决定 一 个 空 的 
向 姓 集 合 , 句 是 卫 问 在 什 底 时 候 , 渭 蕉 空间 中 任 一 向 量 %, 由 《4 ) 式 所 
得 到 的 常 般 喜 向 量 。 由 烙 性 绝 措 的 形式 易 知 党 生 公 党 了 翁 零 方 障 时 ， 
部 其 每 一 元 淋 帮 等 展 堆 时 ,上 上面 的 事实 才能 成 立 。 

人 很 融 本，…， 蕊 , 是 一 些 子 空间 。 我 们 稀 得 篇 一 套 完全 的 子 空间 系 
各 , 如 时 空 章 征 一 向 营 # 常 可 用 隘 一 的 方法 表示 篇 向 星之 和 
C6) B= Et En 
其 中 名 属於 子 空间 轧 。 注 党 表示 法 的 唯一 性 进 休 件 的 重要 痊 芍 。 划 
各 条件 立 肇 可 以 知道 区 向 旺 丰 能 去 示人 需 形 式 如 (6 ) 的 和 , 使 其 中 有 些 
如 是 非 等 向 量 。 而 泛 就 部 朋 --- 件 事实 ， 朗 上述 蒿 子 空间 中 的 问 是 不 能 
五香 穆 性 相关 。 坛 以 原 器 需 O 的 实 三 灵 空 间 侦 例 。 我 个 可 以 取 任 一 通 
滔 0 的 在 面 工 和 性 一 通过 0 而 不 在 平面 工 内 的 直 穆 1 作 租 完全 的 子 
空 阐 系 谣 ,第 一 个 子 空间 是 个 二 半空 用 ,可 以 由 工 中 任 二 不 在 同一 次 粮 
上 的 向 量 产 生 。 第 二 个 子 空间 是 一 亲 空 间 , 可 以 由 直入 【上 的 任 一 向 
其 产生 。 三 杂 空 间 中 的 洗 一 向 量 可 以 唯一 地 家 示 租 平面 工 中 汐 向 量 熏 
将 烙 ! 上 的 向 量 的 和 。 

假 识 4 是 一 个 方 障 , 代表 空间 一 乏 狂 交换 。 又 巩 我 们 已 经 找到 一 
套 完 全 子 空 间 和 系统 下 ，…， 六 优 交 篇 py pm 疹 空 间 , 司 竺 每 一 子 
实则 在 络 性 缕 换 4 之 下 蕴含 不 缀 ,换言之 , 朗 子 空 期 羽 (1=1,2,…, 7m) 
中 任 一 向 量 破 这 移 性 变换 4 以 后 仍 营 辕 放 得 个 空间 。 泛 时 我 们 自然 就 
可 以 按照 下 法 寺 到 坐标 有 系统 , 使 得 在 这 笠 的 企 概 条 闹 下 方 阵 4 具有 圭 
辖 贫 《po …， pm) 的 握 资 角 续 方 障 的 形式 : 先 取 子 鹤 间 如 中 m 必 互 需 
舟 性 猎 立 的 向 量 作乱 最 先 ol 休 华 禄 轴 ， 然 适 再 取 子 空间 轧 中 必 怪 互 
篇 多 性 独立 的 向 量 作 需 其 次 的 ps 休 符 后 轴 , 其 条 天 推 。 钼 然 匿 子 空中 
5», 作成 一 套 完 从 子 空间 又 和 统 ， 虹 然 就 有 pi 十 … 十 Pn 一 %n。 不 内 知道 ,在 
放 模 的 坐 权 系 航 之 下 , 方 阵 4 获 具 气 对 角 粮 方 阵 的 形式 。 估 简 单 起 见 ， 
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取 r=2 的 情形 再 丹 和 就 胃 一 下 。 谣 《oy +， 加 ) 仿 一 向 量 , 怒 浊 我 们 
的 入 性 这 换 坟 本 候 所 篇 向 量 (21，…i, 25)。 由 瞧 子 实 间 而 的 个 灵性 过 
琉 其 中 已 逮 定 的 举 标 了 系 稀 ; 注 0ti 二 加 4 二 一 人 肝 麻 有 和 好 ,ri 一 
一 prs 二 二 Cn 一 0。 同 樟 , 由 徐 霹 的 不 绝 性 ,六 < 一 … 一 ze 一 0 降 订 
答 红 二 一 xz5 一人。 和 帕 紫 立 齐 可知, 在 如 紫 屠 定 的 坐标 对 入 下 ,; 我 们 的 
稳 性 变换 可 由 下 之 氢 滋 角 娄 方 阵 求 代表 


UIs 它 139 "sy Gip,» D0, 0, ,0 


tals ec es en, OD, 0, ,0 
Dy psy Cnr DO 0, ;器 

CTY | 一 Ed B 
0, 0, Us 9， bi1, bis, "i 有 ? ° 
0, 0, 3 0, baly Vz, 了 Den 


0, 0，…，0， Bens bons Bo 

湾 要 注 党 :每 一 子 空间 中 坐标 轴 的 选取 仍 是 任意 的 ,以 咎 我 们 就 琶 
别 用 肖 御 任意 性 适当 地 玩 取 坐标 四 全 得 六 取 (7 ) 中 的 南小 方 际 4 和 
B' 抽 有 在 尘 征 党 义 之 下 可 称 仿 最 季 单 的 形式 。 

沈 在 我 们 看 潮 到 下 面 的 一 惕 在 以 后 非常 有 用 的 命题 

全 (2) 是 一 个 多 项 式 

FOO = 0 Gi 

以 一 方 障 4 代 z 得 到 方 障 多 项 式 
(8) 天 有 一 加 型 十 星 甫 开赴 二 名 -二 十 加。 

等 式 右 沽 各 项 经 通融 贷 以 后 得 到 一 个 新 的 方 陈 , 喜 是 设 , 任 一 方 际 
多 项 式 1( 介 仍 急 一 方 阵 。 注 意 : 多 项 式 的 傈 数 5 都 是 数字 。 因 过 同 
一 方 阵 4 的 正 绕 数 害 4 和 任何 的 数 相 情 时 奥 先 后 六 序 狠 关 , 易 知 不 但 
巧 方 健 多 项 式 阅 的 四 法 ,而 且 同 一 方 阵 的 多 项 式 曾 的 生 法 也 可 以 橡 通 
常数 字 儿 数 的 多 项 式 的 加 法 和 乘法 一 样 地 演算 。 因此 , 如 果 我 们 有 -一 
个 联 柴 车 二 数字 如 误 的 多 项 式 的 恒等式 ,其 中 只 含 旭 法 和 溢 法 示 御 逐 
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算 , 那 未 己 任 一 方 旺 生 慌 夫 其 中 的 撤 数 z， 立 列 就 得 到 一 个 阅 於 万 芹 
A 的 恒等式 了 。 


入微 方程 
C1 一 0 和 ly 7 Ci 
(9) pO fa |=0 
la, nay "nn in 一 内 


在 佬 方 漠 从 氏 旬 形 式 的 琴 题 中 有 基本 的 重要 性 ,其中 ax 是 方 随 水 的 元 
素 。 迁 方程 可 以 写 盛 | 
{10) AN =0, . 
其 中 DCDD) 表 东方 阵 品 的 行列 式 。 如 [80] 中 所 知 , 威 立 下 面 移 开 雷 恒 
等 式 : 
(11) pA)=0, 
就 是 说 , 汪 以 为 陈 4 代 赫 他 的 特征 多 项 式 gC%) 中 的 %， 卓 所 得 需 喜 方 
我 体温 权 提 到 两 个 季军 的 命 前 。 大 家 知道 万 程 (9 ) 的 根 称 篇 方 隙 
4 的 特 向 数 。 现 在 要 澄明 : 著 方 陈 4 的 特 微 数 篇 ja :2 则 允 尾 一 
正 束 数 3, 方 阵 4 的 特 徽 数 篇 六 。 
注意 多 项 式 风向 的 最 高 次 项 等 蕉 (一 X"， 可 得 关 夫 的 屋 等 式 :. 


(1%) DCA—MN = I (一 2 。 
堆 e= 汪 起 工 的 8 大根 , 划 显 乓 成立 情 竺 式 [IT, 175];  - 
(C18) s— Mg 8h) eel) 


畴 贷方 阵 琵 积 的 行 烈 式 蜂 鼓 散 万 陋 的 行列 式 的 乘 入 , 由 (1 和 
(0139 和 有 


D4 -=H ON I Oe) Oe!) 


七 DCA — Ny) = Li [Oo 一 人 一 和 Cn。 


